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AVERTISSEMENT. 


Comme  pour  le  premier  Volume,  nous  suivons  à  peu  près  dans 
le  Tome  II  l'ordre  chronologique.  Les  Mémoires  ici  reproduits 
v^'fil  «le  1858  à  1872;  nous  y  avons  joint  des  Notes  publiées  par 
Hf-riiiiie  dans  diiTérents  Ouvrages,  quelques  pages  de  son  Cours 
'i' Analyse  de  l'École  Polytecimique,  et  une  Lettre  à  M.  Tannery 
**'  r.ippiirtant  aii\  fonctions  modulaires. 

Il  m*r>t  agréable  d'offrir  à  M.  Henry  Bourget  mes  vifs  remer- 
ciiiients  pour  le  concours  très  précieux  qu'il  m'a  apporté  dans  la 
ri'\i>inii  du  texte  et  dans  la  correction  des  épreuves.  Tous  les 
i  îliiiU  ont  été  refaits  ou  au  moins  indirectement  contrôlés  par  lui. 
Il  V  A  eu  là,  pour  certains  Mémoires,  en  particulier  pour  les  études 
i-Lli\».*>  à  l'équation  modulaire  et  à  Téquation  du  cinquième  degré, 
un  ti.i\.iil  d'autant  plus  considérable  (jue  la  rédaction  dTlermite, 
'ién->  lt'>  <jueslions  algébriques,  est  extrêmement  concise  et  laisse 
"Muveul  de  côté  des  intermédiaires.  A  la  suite  de  cette  revision,  il 
u>tii>  a  paru  utile  de  faire  dans  le  texte  certaines  modifications  d'un 
«dHirirre  >urloul  numérique;  les  plus  importantes  d'entre  elles 
-•ni  ^i^'ualées  dans  des  notes. 

I  J'ddrpsse  aussi   tous   mes  remerciments  à  M.  Gauthier-Villars 

(      ]'"fjr  le^  ^oinr»  qu'il  donne  à  cette  édition.  Nous  sommes  heureux 
•ld\.#ir  pu  placer  au  début  de  ce  Volume  un  portrait  d'Hermile, 
r      jui  If  reprrs>eiile  aux  environs  de  sa  cinquantième  année. 

Emile  PICARD. 


ŒUVRES 


DK 


CHARLES   HERMITE. 


TOME   II. 


SUK 


LÀ   THÉORIE  DES  FORMES  CUBIQUES 

A  TliOlS  INDÉTERMINÉES. 


Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
1"  série,  t.  III,  i858,  p.  3;. 


L'élude  des  fonc tiens  homogènes  du  troisième  degré  et  à  troi* 

iinlélenninées  conduit  à  considérer  avec  une  forme  donnée  de  celte 

e^[W»ce  deux  systèmes  différents  de  fonctions  qui  s'en  déduisent,  et 

•loin  je  rappellerai  en  premier  lieu  les  expressions.  Soit  pour  cela  l; 

la  transformée   canonique  de   la    forme   proposée,   de   sorte   que 

l'un  ait 

U  =  .r*  -H  yî  -H  5'  -h  6  Ixyz  ; 

le  premier  de  ces  systèmes  sera  celui  des  invariants  et  du  covarianl 
(Mjl>ique,  savoir  : 

S=— /-^  /•, 
T  ^  I  -  20/»—  S/«, 
HÎJ  =  /«(j-»-h^r'H-  -^)  —  (I  -^'xl^)Tyz, 
II.  —  II.  1. 
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Le  second  système  sera  formé  des  deux  contrevariants  ou  formes 
cubiques  adjointes,  savoir  : 

QU  =  (I  —  io/»)(a7»    -^»-h  -*)  —  6/*(  5  -h  4/')xj5. 

J'omets  à  dessein  les  covariants  et  formes  adjointes  d'un  degré 
supérieur  au  troisième,  n'ayant  pas  à  m'en  occuper  ici,  et  j'observe 
seulement  que  les  combinaisons  linéaires 

aU-GpHU, 
6aPU-4-     PQU, 

où  a  et  ^  sont  des  constantes  indéterminées,  représentent  encore, 
la  première  un  covariant  et  la  seconde  une  forme  adjointe  de  U. 
On  en 'peut  conclure  que  les  invariants  du  quatrième  et  du  sixième 
ordre  de  ces  deux  fonctions,  que  nous  désignerons  avec  M.  Cayley 
de  celte  manière  :  . 

S(    aU    -uG^lll), 

S(()aPU-T-     PQU), 

T(    aU     -^G^HU), 

T(6aPU-T-     ^QU), 

doivent  reproduire  des  combinaisons  rationnelles  des  invariants 
primitifs  S  et  T.  C'est  effectivement  ce  que  ce  savant  géomètre 
a  mis  en  évidence  en  donnant  dans  les  Tables  qui  terminent  son 
troisième  Mémoire  sur  les  quantics  les  expressions  complètement 
développées  de  ces  quatre  quantités.  En  cherchant  à  approfondir  la 
nature  de  ces  expressions,  j'ai  été  conduit  à  un  résultat  intéressant, 
non  seulement  parce  qu'il  en  montre  le  véritable  caractère,  mais 
parce  qu'il  donne  un  nouvel  exemple  de  cette  étroite  connexion 
entre  les  formes  cubiques  à  trois  indéterminées  et  les  formes  biqua- 
dratiques  binaires,  que  M.  Hesse  et  M.  Aronhold  ont  les  premiers 
signalée  dans  leurs  belles  recherches.  Mais  je  dois  rappeler  d'abord 
qu'en  représentant  une  forme  binaire  du  quatrième  degré  par 

f  =  ax'*    -  \  bx^y  -¥-  i\cx^y^  -r-  4  dxj'^  -h  ey'*^ 
OU  a,  pour  les  -covariants    des   degrés  quatrième  et  sixième,  ces 
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r\|H"essions 

^  =  (ac  —  6* )x^  -H  j. ( ad  -    bc)x^y  -{-  iae  -^  ibd  —Z c^)x^y^ 

-h  'À{he  —  cd)xy^-^  (ce —  rf*)j'*, 
A=      («*</— 3rt6c-h  vi6*;x« 

-+-  (a*e  -H  labd  —  v^ac*-¥-  ^b^c)x^y 

-^{'jabe  —  i5acd-{-  iob*d)x^y^ 

-^{— load^-h  iob*e)x^y* 

-4- ( — 5ade  -h  l'ibce  —  lo bd^)x^y^ 

-h  { — ac *  —  a  Me -h  9  c*  c  —  Gcd^)xy^  ' 

-h  (—  Ae*-+-  3cde  —  >.rf»)^«. 

Gîla  posé,  je  considère  la  forme  biquadratique  suivante  en  a  et  p, 
^a\oir  : 

el  '^i  l'on  en  déduit,  d'après  les  formules  qui  viennent  d'être  rappor- 
lées,  les  deux  co variants  ^  et  A,  on  aura  ces  formules  remarquables, 
*ii\oir  : 

S(aU-f-6pHU)  =  -  -^g, 
4 

T(aU-f-r)SHU)  =  --A, 
64 S»(  a U  H-  6^ HU )  -  T«(aU  -h  G^HU  )  =  ( 64 S»  -  T*)/». 

Soit  en  second  lieu 

/r=  48Sa*-H  8X2-1  |â  —  96S53[*p«—ji4TSa^»—(T*-hi6SV)flS 
on  obtiendra  d'une  manière  toute  semblable 

S(6aPU-hfiQU)rr-— 1^, 

TM)al>U-T-pQU)  =  — f /t, 

64S»(6aPU -i- ;iQU)  —  T«(63tPU -+- fjQUj  =  (6',S'- TV)*/'- 

<x'>  deux  formes  /  du  quatrième  degré  que  nous  avons  employées 
''iH«e5>i\**inent  ont  d'ailleurs  entre  elles  cette  liaison  singulière 
*jiie,  si  l'on  dési[i:ne  par  /*,  A'\  k" ^  k'"  les  racines  de  ré(|ualion 

X*— liSj-*— HTj-—  i8S»=o, 
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les  racines  de  l'autre  forme,  c'est-à-dire  de  Téquation 

48Sj-*-+-  8Tx»—  96S*xî  — •24TSx  —  (T«-+-  ,6s«  >  =  o, 

seront 

I  .       S       I  .,      S       I  S       I  S 

_X.^_,     -^k-^j,,     -k  -p,     -A-  +^. 

Je  reviendrai  sur  ce  point  dans  un  prochain  travail,  où  je  me  pro- 
pose d'établir  entre  autres  choses  ceti^e  proposition  qu'il  existe 
toujours  une  substitution  linéaire  réelle  pour  réduire  toute 
forme  cubique  donnée  à  coefficients  réels  à  l'expression  canonique 

La  même  chose  n'a  pas  lieu,  comme  on  sait,  ni  pour  les  formes 
biquadratiques^  ni  pour  les  formes  cubiques  à  deux  indéterminées. 


SUR  LA  RÉSOLUTION 


L'ÉQUATION  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  Sciences,  t.  XLVI,  i858  (I),  p.  5o8. 


On  sait  que  Téquation  générale  du  cinquième  degré  peut  être 

rdinenée,  par  une  substitution  dont  les  coefficients  se  déterminent 

MUS  employer  d'autres  irrationnalités  que  des  radicaux  carrés  et 

cubiques,  à  la  forme 

xi  —  jr  —  a  =  o. 

Ce  résultat  remarquable,  dû  au  géomètre  anglais  M.  Jerrard,  est 
le  pas  le  plus  important  qui  ait  été  fait  dans  la  théorie  algébrique 
des  équations  du  cinquième  degré,  depuis  qu'Abel  a  démontré 
qu'il  était  impossible  de  les  résoudre  par  radicaux.  Celte  im- 
p4»ssibilité  manifeste  en  effet  la  nécessité  d'introduire  quelque 
élément  analytique  nouveau  dans  la  recherche  de  la  solution,  el, 
à  ire  titre,  il  semble  naturel  de  prendre  comme  auxiliaire  les  ra- 
rines  de  Téquation  si  simple  dont  nous  venons  de  parler.  Toute- 
foi-i,  pour  légitimer  véritablement  son  emploi  comme  élément 
<?!»s-ntiel  de  la  résolution  de  l'équation  générale,  il  restait  à 
\oir  si  cette  simplicité  de  forme  permettait  effectivement  d'ar- 
river à  quelque  notion  sur  la  nature  de  ses  racines,  de  manière 
'é  saisir  ce  qu'il  y  a  de  propre  et  d'essentiel  dans  le  mode  d'exis- 
tPDire  de  ces  quantités,  dont  on  ne  sait  jusqu'ici  rien  autre  chose, 
>i  re  n'est  qu'elles  ne  s'expriment  point  par  radicaux.  Or  il  est 
bien  remarquable  que  l'équation  de  M.  Jerrard  se  prête  avec  la 
pluà  grande  facilité  à  cette  recherche,  et  soit  m(^me,  dans  le  sens 
que  nous  allons  expliquer,  susceptible  d'une  véritable  résolution 
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analytique.  On  peut  en  elTet  concevoir  la  question  de  la  réî*olu- 
lion  des  équalions  algébriques  sous  un  point  de  vuedîflTérenl  de 
ealui  qui  depuis  longtemps  a  été  îndiqui^  par  la  résolution  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  et  auquel  on  s'est  surtout 
attaché.  Au  lieu  de  chercher  à  représenter  par  une  formule  raili* 
cale  à  déterminations  multiples  le  sjsLéme  des  racines  si  étroite- 
ment liées  en  Ire  elles  lorsqu*on  les  considère  comme  fonctions 
des  coeHicientSi  ou  peut,  ainsi  que  l'exemple  en  a  été  donné  dans 
le  troisième  degré,  chercher,  en  introduisant  des  variables  auxi- 
liaires, à  oblenir  les  racines  séparé  tuent  exprimées  par  autant  de 
fonclîons  distinctes  et  uniformes  relatives  à  ces  nouvelles  variables. 
Dans  le  cas  dont  nous  venons  de  parler,  où  il  s'agit  de  Téquation 


I 


j*'  —  Ix  H-  ta  =  o, 


il  suflii,  comme  on  sail,  de  représenter  le  coeHicient  a  par  le  sinus 
d'un  arc  %  pour  que  les  racines  se  séparent  en  ces  trois  fonctions 
bien  déterminées 


a  sin  *j     a  î?iii  — 


4i 


Or  c'est  un  fail  tout  semblable  que  nous  avons  à  exposer  relative- 
ment à  l'équation 


iT^  ^   X 


Seulement,  au  lieu  des  sinus  ou  cosinus,  ce  sont  les  transcendantes 
elliptiques  qu'il  sera  nécessaire  d'iatrofluire^  et  nous  allons  en 
premier  lieu  en  rappeler  les  défmilions. 

Soient  K.  et  K'  les  périodes  de  Tintégrale  elliptique 


c'esl-à-dire 


d^ 


v/t  —  X*  *itîl*S> 


et 


H 

rimol 


la  racine  quatrième  du  mudule  et  de  sun  complémeat  sVxprim 
au  mojen  de  ç  pir  ces  fonctions  dont  Jacobi  a  fait  la  découverlCi 
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savoir  : 


Vi  =  ^iVç'-'';-t"'C^-  ■  -^^-V9 


^_^(-')"W 


'/  — 9*  —  7*—..-  •^  îmim+ll      i(}m>-l-mi 


Q\m'-^ini 


=  ••^'•7  ■-y-y'-'y'^--  ^/-«/y 


^    / I  yn  (Êtm*-*-m 


Vf—  l)*"  7*"** 


t'x'= 


7'"' 


2^(-0*  7' 


I  —  </  —  <7^  -!-  7  '  -t-  </•'»  ... 

~~  I  -t-  7  -+-  7*  -^  y  ^  7'*  — . . . 

~~     I  —    f.fjf'-^Ktf^—    •>.(J^  '   —  9.7"  —  ... 

I    -  •«//*  -»-  ^.y*  —  77'*  -T-  •>. 7^*  —  .  . . 
I  —  j?  7  —  •27'»  -r-  ■>.7*  -I-  •>.7'*  — ... 

En  posa ni 


2 'y"'* 


nous  désignerons  \/A'  par  'f  (w)  et  y/ A"'  par  '}(«*>).  Relalivemcnl  à 
relie  variable  co,  on  aura  ainsi  des  fonctions  afTranchies  de  l'amhi- 
;:uîti*  qui  lient  au  facteur  ^7,  et  dont  je  vais  en  peu  de  mots  indi- 
quer les  propriétés  fondamentales.  Elles  découlent  des  relations 
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.suivantes,  dont  la  démonstration  est  immédiate,  savoir  : 

^  9 (Cl)) 


'1{U}  ■ 


i)^ 


^(wj 


On  en  déduit  que  o( ^  )  ^^  ^  {' 7~")  s'expriment  simple- 
ment en  ^(w)  et  ^(w),  a,  6,  c,  rf  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques assujettis  à  la  seule  condition 

ad  —  bc  =  i. 

Les  relations  auxquelles  on  parvient  de  la  sorte  ayant  une  grande 
in»portance,  non  seulement  pour  l'objet  que  nous  avons  présente- 
ment en  vue,  mais  pour  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 
applications  à  Farithmétique,  je  vais  les  indiquer  en  me  bornant, 
pour  abréger,  aux  valeurs  de  o  (- — ^j  •  J'observe  à  cet  effet  que 

la  congruence 

ad  —  hc  ^  \         { inod  'x  ) 

est  susceptible  de  six  solutions  distinctes  renfermées  dans  ce  Ta- 
bleau : 

a  b  c  d 


I. 

■ 

C) 

1 

1 

o 

' 

II. 

o 

1 

o 

IIJ. 

1 

(} 

IV. 

' 

1 

1 

o 

V. 

1 

o 

1 

I 

VI. 

o 

' 

1 

1 
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e(  d'où  résultent  autant  de  formes  difTércntes  pour  les  expressions 

' r--  Cela  posé,  nous  aurons  suivant  chacun  de  ces  six  cas  ces 

équations 

'  \a-hbtû/       ^      ' 

<IH)  or r- )  = :^*  » 

^\a-{-boi/       9(0))  * 

'      /c-r-d{»}\        ©(iO)     . 
a  )  o  (  j —     -^  '.- — -  e  • 

*\rt-»-6o)/        çCw) 

Nous  rappellerons  encore  cette  propriété  fondamentale,  qu'en 
désignant  par  n  un  nombre  premier  et  posant 

V  =  o(/i(o),        u  =  ^(w), 

vet  Cl  sont  liés  par  une  équation  de  degré  /?  -H  i ,  qui  présente  ainsi 
un  type  nouveau  d'équations  algébriques  dont  les  racines  se  sé- 
parent analjtiquement  par  l'introduction  d'une  nouvelle  variable. 
En  di*signant,  eu  effet,  par  £  un  nombre  qui  soit  i  ou  —  i,  suivant 
que  'A  est  résidu  ou  non- résidu  quadratique  par  rapport  à  /i,  les 
n  —  I  racines  //  seront 


lit    . 

■cH 


,         ,                         /  co  -h  1  f)  /w  \ 
Eç(/itu)       et       ç( jj 


m  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le  luodule  n  (*).  Mais,  sans 
in>i*ler  ici  sur  les  autres  propriétés  remarquables  des  équations 
nuMiulaires.  je  m'attacherai  seulement  au  Tait  si  important  annoncé 
p^r  (ialojs.  et  qui  consiste  en  ce  qu'elles  sont  susceptibles  d'un 


)  L»  di-lerininalioii  de  t  n  été  donnée  par  M.  Sohnko  dans  un  excellent  tra- 
çât! pul»lié  dans  le  Tome  IG  du  Journal  de  CrcUe  sou»  le  titre  :  jEquationes 
mwiidares  pro  transformatione  functionum  ellipticarum. 
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abaissement  au  degré  inférieur  d'une  unité  dans  les  cas  de 

/i  =  >,        w  —  7        ei        /i  =  II. 

Bien  que  nous  ne  possédions  que  quelques  fragments  de  ses  tra- 
vaux sur  cette  question,  il  n'est  pas  difficile,  en  suivant  la  voie 
qu'il  a  ouverte,  de  retrouver  la  démonstration  de  cette  belle  pro- 
position; mais  on  n'arrive  ainsi  qu'à  s'assurer  de  la  possibilité  de 
la  réduction,  et  une  lacune  importante  restait  à  remplir  pour 
pousser  la  question  jusqu'à  son  dernier  terme  (*).  Après  des  ten- 
tatives qui  remontent  à  une  époque  déjà  éloignée,  j'ai  trouvé  que 
dans  le  cas  de  l'équation  modulaire  du  sixième  degré 

on  y  parvenait  aisément  en  considérant  la  fonction  suivante  : 

*-"-f'<'»'-tf?)][.(^«)-.("-i^)] 

[/ta  -^  1.16  \  /un-3.iô\1 

Eflecti veulent,  les  quantités 

i>(co),     «|>(to -h  16),     <l>(co -h2. 16),     i>(a)-|-3.i6),     i>(to-h4.iG) 

sont  les  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré  dont  les  coef- 
ficients contiennent  rationnellement  o(w),  savoir  : 

Or  on  voit  qu'on  ramène  cette  équation  à  celle  de  M.  Jerrard  en 
faisant  simplement 

car  il  vient  par  là 

•A        i-h9*Cto) 
X^  —  X  -  -    — -^ —  =  o. 


(*)  Postérieurement  à  mes  premirres  recherches  restées  inédites,  mais  dont  les 
résultats  avaient  été  annoncés  {Œuvres  de  Jacobi,  t.  II,  p.  q49)»  ""  géomètre 
italien  distingué,  .M.  Betti,  a  publié  un  travail  sur  le  même  sujet  dans  les  An- 
nales de  M.  Tortoiini, 
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Donc,  il  ne  restera  plus,  pour  arriver  à  l'expression  des  racines  de 

tVquation 

x^  —  X  —  a  =  o 

par  la  fonction  4>(co),  qu'à  déterminer  co  ou  plutôt cp(co)  parla  con- 
dition suivante  : 

9.  I  -+-  O'fco  ) 

r-.=^  '■ — H-: =  ^' 

Soit,  pour  simplifier, 

A         *^*~« 
A  =  a. 

et  prenons  pour  Inconnue  ©*(w)  ou  le  module  k  lui-même  de  l'in- 
tégrale elliptique;  on  parviendra  à  une  équation  du  quatrième 

A*  _H  AU»  -f-  JiX*  —  AU  H-  I  =  1», 

qui  est  susceptible  d'une  solution  analytique  sous  le  point  de  vue 
précisément  où  nous  sommes  placé  en  ce  moment,  car,  en  faisant 

on  trouvera  ces  expressions  des  racines 

,  1  1  -h  -àtz  t.  —  a  îit  —  a 

Ar  =  laiig-,      laiij,- ,      laii- — -— ,      lang — 

4  I  4  4 

Fai?ant  <*hoix  de  l'une  d'elles  pour  module,  afin  d'en  déduire  la 
\alfMir  correspondante  de  w,  on  aura,  pour  les  racines  de  l'équa- 
tion de  M.  Jcrrard,  ces  valeurs  de  x 

I  «t>  (  eu  )  I  <^  (  0)  -r-  I  H  )  I  «l>  (  eu  -h  '2  . 1 6  ) 

I        '^(to-i-{.l6)  I       'Kw   f-4.i6) 


C'est  donc  la  résolution  de  l'équation,  en  tant  que  les  racines  se 
lr.*u\ent  représentées  séparément  par  des  fonctions  uniformes. 
<^>uanl  au  calcul  numérique,  la  convergence  extraordinaire  des 
"rric*  qui  figurent  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  'f  (w)  le 
rendra  Irês»  court,  même  dans  le  cas  où  rj  sera  imaginaire,  car  on 
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sait  que  son  module  peut   toujours  être  abaissé  au-dessous  de  la 

limite  e      ^  *  ^  u  ,o658*  On  peut  aussi  faire  le  développement  sui- 
vant les  puissance!^  ascendantes  de  y,  ce  qui  donne,  en  posant  pour 

simplifier  y*  ^  i|, 

et  Ton  trouverait,  pour  le  rarrt^  et  le  cuhe  de  4>(ù)), 

4i»{  u*)  ==  /î^  V%* ( I  H-  3  q  —  5t  q*  ^  fi q^  —  ^2^  n*  —  79H*  "h ,  * , ), 

La  première  des  séries  entre  parenthèses  uianque  des  puissances 
de  ïj  dont  l'exposant  est  ^  f,  mod  5,  la  deuxième  et  la  troisième 
.des  puissances  dont  les  exposants  sont  respectivement  =  3  et 
^  a,  mod  5.  D'ailleurs  le  clian^emeni  de  tu  enci>-h  i6m  reviendra 
a  multiplier  la  quantité  f)  par  les  diverses  racines  cinquièmes  de 
Fiiuité* 

f  observerai  enfin  que  le  système  des  ciaq  fondions  <ï>('"j-l-ït3^it) 

possède^  par  rapport  aux  substitutions r—  qui  appartiennent  a 

hi  première  classe,  des  propriétés  toutes  semblables  à  celles  de 
ç(ti>).  Effectivement,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  trouvera,  par  exemple, 

i  Tiff 


I 


rindice  du  troisième  degré  en  wi  étant  pris  suivant  le  module  5> 

Dans  Tune  des  procliaines  séance  s -^  j'aurai  rbonneur  de  pré- 
seuter  a  l'Académie  les  résultats  analogues  aux  précédent?^  et  aux- 
quels je  suis  parvenu,  pour  la  réduction  de  l'équation  modulaire 
du  huitième  degré  au  septième  et  de  réquation  modulaire  du 
douzième  degré  au  onzième. 
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SUR  LES  FONCTIONS  MODULAIRES ^ 


a   Saint-Jean-de-Luz,  villa  Bel-air,  24  septembre  1900. 

»  Mon  cher  ami, 

y»  Je  viens  dégager  ma  parole  et  m'acquitter  bien  tardivement,  il 
me  faut  l'a\ouer,  de  ma  promesse  de  vous  démontrer  les  formules 

concernant  les  quantités  o( r—  )  données  dans  mon  ancien  ar- 
ticle Sur  l'équation  du  cinquième  degré. 

»v  Le  bon  air  de  la  mer  m'a  aidé  à  surmonter  la  torpeur  qui  faisait 
obstacle  à  mon  travail;  j'en  profite  pour  échapper  aux  remords  de 
ma  Conscience,  et,  en  pensant  que  vous  avez  sous  les  yeux  cet  ar- 
ticle, j'aborde  comme  il  suit  la  question. 

V'  Mon  point  de  départ  se  trouve  dans  les  formules  de  la  page  2  et 
«le  la  page  3,  qui  donnent  les  expressions  de  ^/c  et  de  y/A:'  comme 
fonctions  uniformes  de  q,  ou  plutôt  de  w,  en  posant  m=  -^  »  et, 
parmi  ces  formulei  d'une  extrême  importance  dont  la  découverte 
e>l  due  à  Jacobi,  j^'nvi^:agerai  pour  mon  objet  la  suivante,  à  savoir  : 

JJ'  —  y =  —7 .      ,  -  (/i  =  o,  dr  I,  in  2,  . . .) 


M  )  Nous  reproduisons  une  Lettre  d'Heruiite  à  M.  Jules  Tannery,  où  se  trouve 
là  démon»lraiion  des  formules  seulement  énoncées  dans  l'article  qui  précède  sur 
IV.^uniion  du  cinquicmc  «legré.  Cette  Lettre  a  déjà  été  publiée  p(ir  MM.  Tannery 
^i  MolW  dans  leur  Traité  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  intena- 
!<int  quf-lqucs  explications  complémentaires  avec  renvois  à  certaines  parties  du 
Traîtr.  Nous  donnons  ici  le  texte  même  de  la  Lettre  d'Hermite  que  \\,  Tannery 
*  l.:-ii  \oijlu  nous  communiquer,  en  corrigeant  seulement  de  légères  inadvertances. 

K.  I». 
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»  J'y  introduirai  tout  d'abord  la  quantité  w,  en  nie  servant,  au 

lieu  des  fonctions  0,  H,  .  . ,  de  la  série 

I 

f)y,y(x)  =  Z{  —  iy"^e    L       "^        *  J        (/i  =  o,  ±1, -Ji-i,  ...) 

[voir  mon  article  Sur  quelques  formules  relatiies  à  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques  {Journ,  dcLiouinlle,  i858)], 
et  j'écrirai 

ou  plus  simplement 


J'ai  posé,  comme  vous  savez, 


on  aura  donc 


/  r  --■  ftisi\ 
/  c  -*-  </(o  \  ^       ^'M  rt  -î-  btti  ) 
^  \a  -h  bivj 


c  -*-  a(o 


Oo.i  ('J 


Dans  cette  égalité,  «,  6,  c,  rf  désignent  des  entiers  assujettis  à  la 

conditionne/ —  6c=  i  ;  je  ferai  la  supposition  qu'ils  appartiennent 

au  premier  cas  (page  4),  oii  b  eX  c  sont  pairs,  a  ei  d  impairs,  et  je 

ferai 

b  =  A  b'y         '}.  c  —  c'  ; 

nous  aurons  ainsi 


■  r  -r-  (ioi\  __ 
'  //    t-  b(u / 


0„,,(  13^,1^-) 


et,  comme  nous  conservons  la  condition  ad — 6'c'  =  i,  la  ques- 
tion se  trouve  ramenée  ii  celle  qui  concerne  la  transformation  de 
la  fonction  ^^^^^{x).  Dans  rarlicle  cité  tout  à  Theure,  j'ai  obtenu 
les  résultats  suivants,  dont  je  vais  maintenant  faire  usage. 

»   Soit  en  général,  pour  des  valeurs  ({uelconques  de  n,  b.  c,  rf, 

•1,  —  a  jx  -h  ^v  -T-  <ib, 

Vj    ::-    Cl  -h  ^/V    -H    Ci/. 

^  -  -r  ,'ir  a»  ^  */«  av  •  /»'/v    f  id/^ru  ♦!»//#<. V -t- aAV. 
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puis,  en  supposant  b  positif, 

rp    _     SÔ 

/ —  ib(a  -h  ôia) 

le  signe  de  la  racine  carrée  étant  pris  de  manière  que  sa  partie 
réelle  soit  positive.  Nous  aurons  l'égalité 

fia  vl(a  -r-  bta)x,ui]  e'«A(a+Aa))x«  =  tO»  v.  ( ^-  t±JÙl\  ^ 

et  nous  en  concluons,  polir  x  =  o, 

••  La  condition  de  h  positif  peut  toujours  s'obtenir  en  changeant, 
O'jQime  il  est  permis,  le  signe  des  quatre  entiers  rt,  6,  c,  d.  Cela 
^tant,  la  somme  S  s'exprime  comme  il  suit,  au  moyen  du  sjm- 
i>ole  (  j-  \  de  la  théorie  des  résidus  quadratiques. 

»>  Supposons  que  b  soit  pair.  Je  ferai  6=  2*6|,  bi  étant  impair, 
ri  Ton  aura,  suivant  que  l'exposant  k  est  pair  ou  impair, 

OU  bien 

••  Je  vais  faire,  en  entrant  dans  tous  les  détails  du  calcul,  l'ap- 
plication de  ces  formules  aux  quantités 

Vi  (  ' — T-  '-i        K\  (  — — r —    • 

J^  «'Upposerai  qu'on  ait 

ri  f=  I ,        />  i^  o,        c  s=  o,        r/  =^  I  (  iiiod  •/  ). 

<-^  sera  donc  le  preuiier  des  six  cas  qu'il  faudra  considérer;  nous 
>»Tn»ns  bientôt  que  tous  les  autres  s'en  déduisent  immédiatement. 
•  Soient  d'abord  u  =  o,  v  =  i .  Des  deux  nombres 

V  I  TT-.  d  ->r  cd^ 
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le  premier  est  pair,  et  même  multiple  de  4^  le  second  est  impair. 
Ayant  donc  en  général 

nous  en  concluons  l'égalité 

e..,(u.)=r.9..,(^— ^j. 

»  J'ajoute  qu'on  peut  mettre  sous  une  forme  plus  simple  la 
quantité 

8  =  e     * 

qui  entre  dans  la  valeur  du  fadeur 

S8 


T  = 


Des  hypothèses  faites  sur  les  entiers  a,  b,  c,  d  résulte,  en  effet,  la 

congruence 

b(ï -h  ^abd -\- ftb*c==  —  bd  (modS), 


ce  qui  permet  d'écrire 


p.  * 


»  Si  nous  passons  ensuite  à  la  quantité   6o,i  ( -p — )»  où 

6'  =  -  et  c'  =  2c  remplacent  6  et  c,  a  et  rf  ne  changeant  pas,  on  a 

jjii  =  b'  -\-  ab', 
V,  =  <i  -h  c'd', 

le  premier  de  ces  deux  nombres  est  encore  pair  et  le  second  im- 
pair, mais  [X,  n'est  pas  nécessairement  divisible  par  4»  et,  par  con- 
séquent, on  a  l'égalité 

b'-htth'  /  ^t    ,     J    ^       \ 

0.,(a<o)  =  (-,)-^T'.V,(^4^), 

\a  -h  o  .210/ 

oii  T'  représente  ce  que  devient,  dans  ce  second  cas,  le  facteur  T. 
»  Désignons  aussi  par  5'  et  S' les  nouvelles  valeurs  de  5  et  de  S  ; 
on  aura 

—  /  —  ' 

/—  ib'(a  4-  ^'.210) 


S'- 

"'s, 

T' 

e  • 

ô'  ■ 

T 

e 

ù-hfib' 
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c'esl-à-dire 

et  nous  en  concluons 

»  Je  m'arrêterai  à  cette  formule,  et  je  remarquerai  en  premier  lieu 
que,  en  passant  de  S  à  S',  le  nombre  b  est  remplacé  par—»  Il  en 
résulte  que,  ayant  posé  6=:a*6,,  Texposant  k  varie  de  l'une  à 
l'autre  d'une  unité.  Cela  étant,  la  comparaison  des  valeurs  de  S  et 
de  S'  nous  donne  l'égalité 


d'où  résulte 


»  Ceci  posé,  écrivons  le  fa'^teur  ( —  i)    *    sous  la  forme  e  ^  , 

et  employons  Texpression  de  8',  à  savoir  : 

S'  =  e     *  =  c     « 

on  aura  ainsi 

(  — I)     »        Y   =  ^ 

»  Or,  on  vérifie  facilement  la  congruence  suivante  : 

(A)  2^»(i-+-a)  — 36rf—  ?.abd  —  nb^c  ~  -^  ab        (inod  i6), 

faisant,  en  effet,  passer  tous  les  termes  dans  un  même  membre  et 
divisant  par  6,  qui  est  pair,  elle  peut  s'écrire 

2(1  —  €id)-\-'i{a  —  d)  —  abc  ^==  o         (niodS), 

puis,  d'après  la  condition  ad  —  6c  =  i , 

—  Àbc  -h  3(a  —  d) —  a(ad —  1}  ^  o        (mod  8); 

mais,  i  et  c  étant  pairs  et  a  impair,  on  a 

'ibc^=zo,        a*  =^  I         (mod  8;; 

elle  deviendra  donc  simplement 

4{a  —  d)==  o        (mod  8), 
H.  -  II.  2 
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ce  qui  a  lieu,  en  efTet,  a  et  d  étant  impairs.  Nous  avons,  en  con- 
séquence. 


»  Nous  obtenons  ensuite,  au  moyen  de  l'expression  qui  a  été 
notre  point  de  départ. 


Oo.ir^w) 


la  relation  fondamentale 


'-"  (a  -a^-l) 
(  10  )  «f  * 


»  On  en  tire  les  deux  systèmes  de  formules  concernant  les  fonc- 
tions cp(co)  et  A(w)  pour  tous  les  cas  que  présenlenl  les  entiers  «, 
6,  c,  rf,  pris  selon  le  module  si.  Ces  cas  sont  indiqués  dans  le 
Tableau  suivant,  que  j'ai  donné  dans  mon  article  Sur  l* Equation 
du  cinquième  degré  : 


a 

b 

r 

d 

I 

' 

u 

« 

- 

Il 

() 

- 

' 

o 

III 

I 

• 

o 

■ 

IV 

1 

1 

I 

o 

V 

I 

o 

1 

1 

VI 

(> 

I 

1 

I 

»  Kn  premier  lieu,  je  change,  dans  l'équation  (  Ihwen el  </, 

/>,  c\  d  en  /;,        a^  d,  —  r;  on  trouve  ainsi 


<ll 


"t  . . 
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*  Dans  la  même  équation,  je  remplace  ensuite  w  par  od  —  i ,  a  et  c 
par  a  -4-  6  et  c  -+-  rf;  il  vient 


\  . 


^  \tl  -^  OU}  /  'l'  (  w  ) 


Passant  à  l'équation  ( II),  je  cliange  w  en  w  -h  i ,  a  et  c  en  a  —  6  et 
r  —  r/,  ce  qui  donne 

»»  Je  continue  en  remplaçant,  dans  (V),  co  par et  a,  i,  c,  d 

|wr  />,  —  «,  rf,  —  c^  et  j'obtiens 

^  \a  -T-  Obi/        o(<w) 

•»  Pour  avoir  le  système  complet  des  formules  cherchées,  il  ne 
me  reste  plus  qu'à  changer  dans  cette  équation  co  en  (o  —  i ,  ^  et  c* 
en  a  -r-  b  et  c  -h  d]  on  a  ainsi 

en  employant  l'égalité 

•  Voici  maintenant  les  résultats  réunis  et  mis  en  regard  des  six 
«as  éniimérés  dans  le  Tableau  précédent  : 

,  /  c  -^  (lu)  \  ,  iZE(A^^-,/^_|^ 

^  W/   H-  /Xij  /  ^  (  (O  )  ' 

',/«  -+-  Ad»  /         4'*  '"*>  ' 

,  /  c  -h  r/(u  \ 
VI  'Vl   I  =  — 

\a  -^  6(0  /        ç. <  10 ; 


II. 
\\\ 


>  0 
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»  J'ai  à  y  joindre  enfin  les  formules  qui  concernent  la  fonction 
^(t).  Je  remplacerai  à  cet  effet  a,  6,  c,  d  par  —  c^  —  d,  a^  0;  on 
change  ainsi 


/>(U/ 


en 


H- 


et  aux  divers  cas 

(I),     (II),    (III),     (IV),    (V),     (VI), 

se  substituent  ceux-ci 

(II),     (I),     (VI),     (V),     (IV),     (III). 
»  Nous  avons  ainsi  ce  second  système  de  relations 

ITT 


III. 


/  c  -Jrdt>i\  I  '-J(^«-<rf-l) 

©  (    I    =    .  i>  8 


^(w) 


'JE(r«-Hrrf-li 


/ir 


').4^''' 


IV.  Jl±jf^\^ 

'  \  a  -H  t>ti)  / 

V.  ^/c  +  rf(o\  _y(to) 
'  \a  H-  6to/       'j'^w)  ' 

VI.  o  Z'  llLîîïi')  =  ti!i>  g- T'* . 
*  \a  -k-  ùtij  J       <p ( to ) 

»  J'observe  enfin  que  les  deux  séries  de  formules  établies,  dans 
le  cas  où  b  est  positif,  subsistent  dans  tous  les  cas,  comme  on  le 
voit  en  changeant  a,  6,  c,  rf  en  —  a,  —  6,  —  c,  — d, 

»  Ce  sont  bien  les  résultats  que  j'ai  indiqués  et  dont  je  me  re- 
proche d'avoir  tant  tardé  à  vous  donner  la  démonstration  que  vous 
m'avez  demandée  (*).  Mais  cette  démonstration,  je  dois  le  recon- 
naître, opère  peracto,  ne  mécontente  point  :  elle  est  longue,  in- 


(')  Les  formules  précédentes  n'ont  pas  toutes  la  même  forme  que  les  formules 
de  la  Note  sur  réquation  du  cinquième  degré  (p.  9  de  ce  volume),  mais  elles  se 
ramènent  à  celles-ci  si  l'on  tient  compte  des  ctmgruenccs  auxquelles  satisfont  les 
entiers  a,  6,  c,  d.  E.  P. 
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directe  surtout;  elle  repose  en  entier  sur  le  hasard  d'une  formule 
de  Jacobi,  oubliée  et  comme  perdue  parmi  tant  de  découvertes 
due>  à  son  génie.  Je  vous  l'envoie,  mon  cher  ami,  valent  quan- 
tum, en  vous  informant  que  je  serai  revenu  dans  quelques  jours, 
el  à  votre  disposition  pour  tout  ce  que  vous  aurez  à  me  demander. 
El  nous  causerons  aussi  d'autre  chose  que  d'Analyse,  nous  argu- 
menterons^ nous  nous  disputerons.  De  ma  proximité  de  l'Espagne 
je  rapporte  des  cigarettes  d'Espagnoles;  si  vous  ne  venez  pas  en 
fumer  a\ec  votre  collaborateur  d'aujourd'hui,  votre  professeur 
d'autrefois,  c'est  que  vous  avez  le  cœur  d'un  tigre. 

o  Toitis  luus  et  toto  corde, 

»  Ch.  HERMITE.  ») 


SUK  LA  HÉSOLUTION 


iiK 


L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  P Académie  des  SctcftceSj  t.  XLVf|  iB>8  (î  ),  |>.  jtSt  1 


p« 


La  tliéone  des  formes  cubiques  à  Iroh  Iiitléleninnées  conduil 


ibles  di 


de^rré 


icni 


iirs  (équations  remanjuîi 
en  ^iert]<^ulier  un  rote  imporlanl  dans  la  dt'lermi nation  des  ptunU 
dinilexion  des  courbes  du  iroisit-me  ordre.  L^étude  de  ces  équa- 
tions ni'ajant  fa  il  remarquer  qu'elles  olFrent  la  plus  étroite  afnnilé 
avec  celles  qu^on  rencontre  dans  la  transfornialion  du  troisième 
ordre  des  fonctions  elliptiques,  il  ne  ma  pas  paru  inutile  de  m'ar-  i 
réter  à  ce  rapprochement  qui  peut-être  conduira  à  comparer  dè:^^ 
même  les  équations  du  neuvième  degré  dont  dépendent  les  coor-  ' 
données  des  points  d'inflexion,  avec  celle  qui  se  présente  pour 
cipriiner,  par  exemple,  sin  am  -  par  sinaui^.  Cette  analogie,  d'ail- 
leurs, m*a  ouvert  la  voie  pour  représenter  par  les  transcendantes 
elliptiques  les  racines  de  Téq nation  générale  du  quatrième  degré, 
ce  qui  était  le  résultat  auquel  jf  désirais  principaleuienî  parvenir. 
Avant  d'exposer  celte  reclu^rclie  qui  se  lie  naturelleinent  à  celles 
que  j-ai  eu  Thonneur  de  communiquer  a  TAcad^imie  sur  Téqua- 
tion  du  cinquième  degré,  je  rappellerai  l'origine  et  j'indiquerai 
les  propriétés  principales  de  ces  équations  spéciales  du  fpiatrième 
^egré,  auxquelles  conduit  lu  tliéorîedes  formes  cubiques  a  trois  in- 
déterminées. 

Soienl,  en  employant  les  mêmes  désignations  que  M.  Cayley  (  *), 


i 


(V)  Je  renverriiit  jïuui-  |p<.  c*|ircsi^ioiis  dr  IRI,  PU,  €lc**  au  Uchu  trii^iol  iJu  sa- 
vant géimiélre,  publié  dans  k§  Trafisaetions  de  tu  Soeiéié  Ifo^ a te^  ^^tm  W  ûirei 
Tttird  memoir  ttpon  Quantk^,  et  je  tue  buriieiéi  il  iluiiiier  ici  leurs  furiEies  cano- 
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U  une  forme  cubique  quelconque,  HU,  PU,  QU  le  covarîant  et 
les  doux  formes  adjointes  du  troisième  degré  par  rapport  aux  in- 
drlcrminées,  S  et  T  les  deux  invariants  de  M.  Aronhold,  et  S|  une 
quantité  définie  par  la  condition 

S»-4-Sî  =  TV 
ces  équations  seront 

<i)  /(x)  =  x^  —  f)S  .rï— HTjr  —  3S«  =  o, 
,2)  /,rjr)  =  .r*  — 6S,ar»— 8Tar—  5  S}  =  o, 
i'i)        Fix)=  iJiSa?*  ^8Tj:>  — eS^j-*  — fiSTa:— T«  — |S»  =  o, 

et  voici  leurs  propriétés  essentielles.  Soient  8  une  racine  de  la  pre- 
mière et  A  une  racine  de  la  troisième,  les  deux  fonctions 

oU-f-OHU,        fiAPU-f-QU 

seront  décomposahles  en  facteurs  linéaires.  Désignons  encore 
par  5|  une  racine  de  l'équation  (2)  qui  a  été  déduite  de  l'équa- 
tion (1)  en  permutant  S  et  S|,  on  aura 

3 

en  nommant  cl  le  déterminant  de  la  substitution  propre  à  ré- 
duire CJ  à  la  forme  canonique 

ar'  -h  ^'  -h  5'  -h  6  fxyz. 
Ces  quantités  8,  8|,  A  auront  d'ailleurs  les  relations  suivantes  : 

"  =  7I^'      '=.7TTT)- 


oiques  qui  sont  : 

U-j:^-+-^-+-5-»-+-  6lxyz, 
HU  =  /2(x» -+->"»-+-  i»)  —  (1  -h  .il^)xyzy 
PU  =  — /(  j?^-i-^-^-+- i»)  -  (1  —  4^')  ^r^, 
QU  =  {i-iol^)ix'-\-y'-^z^j  -6/2(5 -h  U')J^y-y 

T=i  i_.jo/^-8/«, 
S,  =  1-4- S/'. 
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Ceci  posé,  je  comparerai  d'abord  à  l'équation  modulaire 
p*  -+-  2  a'  v^  —  1  uv  —  M*  =  o 

les  équations  (i)  et  (2).  On  sait  qu'en  faisant  w  =  o(co),  on  a, 
pour  i^,  les  quatre  valeurs 

i;=-(p(3a>),     ?(oJ'     ^\~r~;'     ^v — ^î — /' 

or,  en  posant 


et 

on  obtiendra,  pour  les  quatre  racines  0,  les  expressions  suivantes  : 


(4) 


Maintenant,  si  Ton  change  S  en  S|,  afin  d*arriver  aux  formules 
analogues  pour  les  racines  8|  de  Téquation  (2),  on  sera  conduit 
au  module 

or  à  la  relation  S'  -h  SJ  =  T^  correspondra,  entre  k  et  /,  celle-ci  : 


l  = 


i^k" 


d'où  résulte    immédiatement  cette   conséquence  que   l'on    passe 

de  S  à  3|  en  changeant  simplement]  w  en • 

Mais  il  est  une  autre  équation  du  quatrième  degré  que  pré- 
sente également  la  transformation  du  troisième  ordre  des  fonc- 
tions elliptiques,  et  à  laquelle  se  ramènent  d'une  manière  plus 
immédiate  encore  les  équations  (1)  et  (2).  Je  veux  parler  de  la 
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relation  enlre  le  mullîpilcateur  M  et  le  module  Ar,  qui  est,  en  fai- 

z^  —  6>5»  —  8(1  —  2A«)  «  —  3  =  o. 

En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (i),  introduisant 
le  module 

et  faisant  usage  de  l'expression  de  M  donnée  par  Jacobi  dans  les 

(^  )  Jacobi  a  appelé  le  premier  l'attention  sur  ces  équations  qui  oiTrent  un  grand 
iBtrrrt,  en  particulier  pour  cette  théorie  de  la  multiplication  complexe,  sur  la- 
quelle M.  Kronecker  a  récemment  communiqué  ]k  TAcadémie  de  Berlin  des  résul- 
tats aussi  beaux  qu'importants.  Mais,  jusqu'ici,  on  ne  connaissait  que  l'équation 
doaiiée  par  Jacobi.  et  qui  se  rapporte  à  la  transformation  du  cinquième  ordre. 
Celle  que  j'ai  employée  a  été  calculée  par  le  P.  Joubert  qui,  suivant  l'exemple 
doiBc  par  M.  Sohnke  pour  les  équations  modulaires,  s'est  occupé  avec  succès  de 
kor  formation,  et  les  a  obtenues  pour  le  cin<:)uiéme,  le  septième  et  le  onzième 
ordre,  sous  les  formes  suivantes  : 

(M-i)*/m-  gW  ï  A'A-"M*  =  o. 

-+-  3.3-A-»^'^M«  -+-  —  k^k'HA'^—k"^)\V  =  o, 
7 

-+-3.'i«Â-U'''(««»-f-  a»A-U'')M'»-4-83.a>».^U-'MA'— A-'')M» 
-r-  2i.29A  =  A ''Ar-h  i"A-2A'M^'-A'')M^-+-33.i«A-'A"M«=o. 

la  autre  résuliat  très  intéressant,  obtenu  aussi  par  le  P.  Joubert,  consiste  en 
r»  que,  *i  l'on  nomme  M,  M',  M",  etc.  les  racines  de  l'équation  pour  le  cinquième 
ordre,  la  fonction  suivante  des  racines  anaiogutr  à  celle  qui  m'a  donné  la  résolu- 
lion  de  Téquation  de  M.  Jerrard,  savoir  : 

j7  =  (  M  —  M')  (  iM"—  .\r  )  (  M«>^  —  M^'  ), 
^>ti«-fail  à  celte  équation 

j:(x'-h  .V.a^A-U-'^^)'  -^  5'.  3-^  AU 'Ml  -  4A-A'M  V^'5. 

[M.  Ifermite  donne  ici  la  substitution  qui  peut  ramener  l'équation  à  la  forme  de 
J«rrard;  mais,  cooime  elle  n'est  pas  exacte,  nous  ne  la  reproduisons  pas.]   E.  P. 


a6 


«JEIVREB    DK    CItAiLKi    RKHIIITb* 


Fnndtimanta^  on  nblleiil.  pour  les  qiialie  raciiif'5  5.  les  valeurs] 


siiivatiles 


(5J 


v/s 


sin^  am 


MAi^  cuam  i  K 


/S- 


iW 


sin*  coam  i  i  K' 


/s 


!*in*  a  m  !  (K  -h  l'K' j 


sin*  coam  ^  { 


K^*K' 


v/s 


Tiin*  am  -ziK  —  / K' ) 


$iii'  coam 


^(K- 


fK  ) 


A  ces  formules  je  joindniî  celles  f|ui  reprrsenleiil  les  racines  A 
àç  Féquation  (3),  et  où  les  fonctions  elliptiques  ont  encore  le 
même  module,  savoir  : 


KO 


1  -t-  COR*  ani  -  K 

;Vs~ -^. 

*^jii*  aiii  -  K 
ï  -^  coi*  am  ..  iK' 


l/s- 


«^in^am  i  iK' 


i 

1  /s ,i ■ 

SI  11^  ao»  -  ^  K  H-  *  K  ) 
i 

!/S J . 

*  ?iînVam  :j  (K  — iK) 


Voieî  donc*  au  poîut  de  vue  où  je  me  suis  placé  dans  mes  re- 
cherches sur  l  équation  du  cinquième  degré,  la  résolution  de  ces 
équa lions  spéciales  du  quatrième  degré  qui  s^olTrenl  dans  la  iKéoric 
lies  formes  cubiques  à  trois  variables.  Ces  résultats,  ainsi  que  je 
Fai  dit  plus  haut,  ouvrent  la  voie  pour  traiter  d'une  manière  ana- 
logue l'équation  générale,  et  parvenir  a  exprimer  séparéuienl  les 
nieines  par  des^  fonctions  bien  déterminées*  Mai?;;,  avant  d'entrer 
dans  cette  recherche,  qui  exige  des  principes  do  ni  je  parlerai  dans 
un  autre  article,  je  ferai  encore  une  remartjue  essentielle  sur  les 
formules  précédentes.  Elles  dépendent  du  radical  \/S,  et  il  im- 
porte de  bien  saisir  de  quelle  manière  elles  subsistent  dans  leur 
ensemble  lorsque  Ton  cbange  le  signe  de  ce  radical.  Considérons 
eu  particulier  les  formules  (5);  on  reconnaît  d'abord  qu'en  met- 
tant —  ^S  au  lieu  de  ^S,  le  module  se  change  dans  son  complé- 
111  eut.  Or,  on  sait  jiar  la  théorie  île  la  transforuiatioii  que  le  multi- 
plicateur M,  lorsipi'ou  y  lemplat  e  k  par  A'^  se  cliange  en  —  M. 
Nos  formules  restent  donc  les  mêmes,  pai*ce  que  les  deux  facteurs 
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qui  j  enirent  deviennent  simultanément  de  signes  opposés.  Cha- 
cune des  racines  cependant  ne  reste  pas  la   même  lorsque  l'on 

change  ainsi  le  module  dans  son  complément,  ou  co  en ,  et  le 

Tableau  suivant,  montrant  de  quelle  manière  elles  s'échangent  alors 
le<  unes  dans  les  autres,  fera  bien  complètement  saisir  toutes  les 
conséquences  de  l'ambiguïté  inhérente  au  radical  que  nous  avons 
employé  : 


sin*  am  -  K 

/s- 1— 

*>\n^  coaiii  -  K 


/s 


Js 


«in»  am  ^  »K' 
«in*  roam  -  iK' 


*/S 


sin*  am  -  i  K' 
sin*  coaiii  -  i\\' 

>in*  am  ^  K 
sin*  coani  ^  K 


3 


sin*am  \  (Kh-iK) 

/S 1 

«in«  coam  .^  (  K  -r- 1  K'  > 


V'^ 


sin*  am  :^  (  K  —  iK'  ) 


/s 


sin*  coam  -  (  K  —  i  K'  » 


/s 


sin*am  :J  (  K  —  £  K') 

> 

sin*  coam  ^  (  K  —  /K') 

siii«am  ^  (K  —  iK') 


siii*  coam  -  (  K  -f-  /  K'  ) 


Les  formules  relatives  aux  racines  A  donnent  lieu  à  des  résul- 
tats entièrement  semblables,  et,  quant  aux  formules  (4)«  je  me 
bornerai  a  remarquer  que,  les  deux  modules 


Vs» 


el 


T-^/ï^' 


T  ^  /S»  -X  v^S» 

♦ftant  réciproques,  elles  sont  identiques  au  fond  avec  les  for- 
mules (5)  et  peuvent  s'y  ramener  parla  substitution  de  _  à  o>. 
Je  ne  m'arrêterai  pas  non  plus  aux  relations  qui  existent  entre  les 
racines  de  chacune  des  équations 

et  auxquelles  conduisent  aisément  les  expressions  que  nous  avon> 
données.  Seulement  j'observerai  que  ces  équations,  comme  celh'> 
Ae.  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  j'ai  employées,  n'ap- 
p^rtiennenl    pas    au   type   d'irrationnalités    le    plus   complexe   de 


%n 
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réquatîon  g*5nérale  du  qtifitrième  deg^ré,  Effectivenien*,  s!  l'oi 
forisidère  à  leur  e^ard  Ti^ujUion  en  V  de  Galois^j  dont  le  degr 
disli ligue  eL  caractérise  d^une  juauière  si  précise  ce  cju*ou  peul 
iqj[*çler  les  divers  ordres  d*  ir  rat  ion  fi  alités ,  on  ta  trouve  seules 
luetiL  du  douzièuïe  de^re,  Uiiidis  que  dans  le  cas  gi*ueral  elle  esl 
uccessalremcnt  du  vingl-qualrième.  Il  existe  donc  pour  ces  r'qua-« 
tions  des  fonctîotis  non  symétriques,  exprimables  rationnellement 
par  les  cûenîcienls,  et  le  type  de  ces  fonctions  est  donné  très  sim- 
plement par  le  produit  des  cinq  difTérences  des  racines.  De  là  dé^, 
coulent,  pour  la  théorie  des  fo  tic  tions  elliptiques,  d'iniportautc 
conséquences,  se  résumant  dans  ce  fait  :  que  Itf  produit  de  denâ 
/onctions  <5(tu)  et  ^}{oj)  est  le  cube  d'une  nouvelle  fonctioti 
également  bien  déterminée.  Une  formule  depuis  longtemps  ol: 
te^ue  par  Jacobi  [Fundameuttij  §  36,  équat.  (4)]  donnait  déjà,  îlj 
est  vrai,  la  notion  de  cette  nouvelle  transcendante,  mais  sans  con- 
duire à  aucune  de  ses  propriétés^  que  je  vais  indiquer  succincte- 
ment en  terniinanl  celte  Note.  Et  d*abord  je  la  définirai  par  Téqua- 
tion 

en  faisant  touj*  urs  /y  =  <?'""*'*,  de  sorte  que,  relativement  à  Wj  om 
obtienne  une  expression  entièrement  détenu i née.  Gela  posé,  oui 
aura  ces  retalions  qui  se  démontrent  Immédiatemenl,  savoir  : 


V^oici  maintenant  celles  qui  se  rapportent  aui  substitutions  de 

la  forme  - — j—,  a^  6,  c,  d  étant  des  nombres  entiers  assujettis  à 

la  condition  ad  —  6c  =  i ,  et  qu'il  importait  surtout  d'obtenir»  Dis- 
lin^iuant,  iiinsi  que  je  Taî  déjà  fait  dans  une  circonslanee  toute 
semblable j  ces  substitutions  en  six  classes  [t^oir  ma  Note  sur  Féqua- 
tioiî  du  cinquième  degré  (  '  )],  et  posant,  pour  abréger, 


P^ 


— -*  ittft  -^  «r  -t-ifif  —  tià*ff 


i  '  )   Pa|c  8  de  ce  Valuine, 


E.  F. 


on  aura 
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.l!JLi„b-cd) 


.11  ic,  .        . 

—^lab—cdi 

e  "  , 


S/1C 


/C-Hrfti>\  y(w)/2\     Îi5(a6-i-r</) 


Les  symboles  (-  )  >  (  r  )  indiquent,  suivant  l'usage,  le  caractère 

quadratique  du  dénominateur  par  rapport  au  nombre  2. 

J'espère  pouvoir  présenter  dans  une  autre  occasion  les  const'— 
quenoes  de  ces  théorèmes  pour  l'Arithmétique. 


SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  D'ALGÈBRE 


KÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVI.  i858  (I),  p.  961. 


On  sait  que  loule  équation /(x)  =  o  peut  être  transformée  en 
une  autre  du  méine  degré  en  ^  par  la  substitution  ^=cp(:r),  oùcpj? 
désigne  une  fonction  rationnelle.  Ce  procédé  de  transformation ^ 
qui  est  si  fréquemment  employé  en  Algèbre,  va  nous  servir  pour 
ramener  Téquation  générale  du  quatrième  degré  aux  équations 
particulières  qui  ont  été  considérées  dans  un  précédent  article,  et 
dont  j'ai  exprimé  les  racines  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 
Mais,  en  raison  de  son  importance,  et  notamment  de  son  applica- 
tion à  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré,  ce  mode  de 
transformation  m'a  paru  demander  une  étude  nouvelle,  et  je  com- 
mencerai d'abord  par  en  donner  les  résultats. 

Soit 

f{x)  =  ax"  H-  bx'*"^  -h . . .  -+-  gx^  -h  /i J7  -h  X*  =  o 

V équation  proposée;  l* expression  la  plus  générale  de  ox  sern,. 
comme  on  le  sait  y  une  fonction  entière  du  degré  n  —  1 ,  savoir  : 

0{X)  =  /  -h  toX  -h  tiX^  -^.  .  .-+-  /„_,J7«->. 

Cela  posé,  en  représentant  la  transformée  en^  par 
y"  -+-  />!  r'*~'  -^  pty"-'^  -4- . . .  -h  ;d«  =  o, 

Tuu  quelconque  des  coefficients,  tel  que/?/,  sera  une  fraction  ayant 
pourdénominaleura^"""*^',et  pour  numérateur  une  fonction  entière^ 
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homogène,  de  degré  i  par  rapport  à  ^,  /„?  'm  •  •  •>  '/î*2j  et  de  de*^rë 
rt  —  1)1  par  rapport  aux  coefficients  a,  6,  . . .,  A,  k.  Ce  degré  si 
t\t\é  rend  en  quelque  sorte  impraticable  le  calcul  de  Téquation 
en/;  aussi  ce  qui  a  été  obtenu  Je  plus  important  par  la  considé- 
ration de  celte  transformée,  en  particulier  le  théorème  de  M.  Jer- 
rard  sur  l'équation  du  cinquième  degré,  ne  semble  établi  qu'à  titre 
de  possibilité,  en  raison  de  l'excessive  complication  des  opérations 
nécessaires  pour  parvenir  à  un  résultat  eflectif.  Mais  on  peut  sur- 
monter ces  difficultés  par  la  proposition  suivante  : 


Soit 


/o  =  aTo  -h  6T,  -+- . .  .-h  ^T«_,, 


Cetie  substitution  effectuée  dans  la  fonction  pi  la  changera 
en  une  fonction  Pi  du  même  degré  par  rapport  aux  indéter- 
minées nouvelles  T,  T©,  T,,  . . .,  T„_2,  mais  débarrassée  de  tout 
dénominateur,  et  du  degré  i  seulement  par  rapport  aux  coef- 
ficients a,  6,  . . ,  A,  k.  De  plus,  P„  sera  divisible  par  a,  de  sorte 
que  -  Pj,  ne  sera  que  du  degré  n  —  i  par  rapport  à  ces  coeffi- 
cients. 

Celte  proposition,  très  facile  à  établir,  conduit  à  la  véritable 
forme  analytique  qu'il  est  convenable  de  donner  à  la  fonction  ©(j;-), 
«le  sorte  que  désormais  la  formule  de  transformation  sera  ainsi  re- 
pn-sentée  : 


y  =  -^(2:)  =  /«T 


b 


-  hx 
■  c 


T. 


T,,- 


♦*l  IVqualion  transformée  par 


f-  \\,  =  o, 


loij>  les  roeflicienls  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  f  \,Ji)- 

(.ne   autre  conséquence   résulte  encore  de    l'introduction   des 

xiiridbles  T,  To,  T|,  '''/i^n-2'   On   sait  de  combien  de  travaux  a 


3a 
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étérobjet  la  ihéorîedes  fonctions  lioinogènésàdcux  indélerniinëes, 
et  combien  de  nouons  anal  y  tiques  i  m  portantes  cette  étude  a  don 
nées  à  FAlgèbre.  Par  exemple,  ces  fonctions  désignées  sous  le  nom- 
d'invarifintSj  en  raison  même  de  la  propriété  qui  leur  sert  de  dé 
tinîtion,  de  se  reproduire  dans  toutes  les  transformées  par  des 
substitutions  linéaires,  donnent  les  éléinciits  qui  caractérisent  les 
propriétés  essentielles  des  racines  des  équations  algébriques,  cellet 
qui  subsistent  dans  ces  diverses  transformées  (*),  D'autre  part,  1* 
connaissance  acquise  de  ces  fonctions,  et  de  celles  qu'on  nomme' 
covarianfjtf  permet^  dans  beaucoup  de  circonstances,  d^obtenir 
sans  eflorts  le  résultat  de  longs  calculs  qui,  sans  leur  emploi  im- 
médiat, n'eussent  au  fond  servi  qu*â  les  mettre  en  évidence,  ou  à 
faire  ressortir  dans  une  question  spéciale  Tune  des  propriétés  dont 
on  possède  maintenant  la  signification  la  |^lus  étendue.  Mais  tant 
de  beaux  résultats^  dont  la  Science  est  surtout  redevable  aux  tra- 
vaux des  savants  géomètres  anglais  MM.  Cayley  et  Sylvester, 
semblent  ne  pouvoir  être  utilisés  lorsqu'on  sort  de  la  comparaison 
des  équations  par  des  substitutions  linéaires  de  la  forme 


I 


(t) 


aXH-3 


au  bî' 


\  = 


P 


a  —  *(j^ 


pour  considérer,  comme  nous  le  faisons  ici,  les  substitutions  les 
plus  générales.  Eflectivement,  aucunr^  combinaison  rationnelle  des  , 
coefficients  p\^  p^^  '  '  '  ?  pn  ne  fait  apparaître  les  cova riants  de  fl 
Téquation  proposée;  uïius,  comme  nous  allons  voir,  il  arrive  que 
ces  quantités  se  manifestent,  au  contraire,  immédiatement  par  l'in^ 
troduction  des  variables  T,  To,  T|,  -..,  Tii_a.  C'est  ce  qui  résulte 
de  la  proposition  suivante  :  | 

Soit  I 

II 

F(X)  ^  (yX  ^  Ë)v(''xlf)  ^  ^^"^  "^  BX«-i  +  , .  ,^  HX  ^  K  =  o 
l(t  t/anx/ormt^e  pnr  fa  subsiitntion  (t)  de  Véquatfon  proposée^ 


(*)  Fiir  ciumptef  tr^s  conditions  qui  déiermÎDent  le  nombre  des  racines  réelles 
et  îrtiiiginaires^  dans  le»  équa ligna  k  cûefUci vrais  rérls  dépendent  tiniqneETient  des 
in  varia  nts«  suuf  le  cas  du  qudinènie  degré.  J'ai  dantié  ces  condi  lions,  indépen- 
damment du  tliéorème  de  M<  Slurm,  p{>uf  ]e»  équalion!^  du  cinquième  degrés  dans 
un  Mémoire  sur  la  tliéoric  des  fo  ridions  liomagènesâ  deux  îndéteriuioées.  (Cam- 
tridge  and  Dut  Un  niatheinallcat  Journai,  «inuée  i354-) 
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et  représentons  V expression  analogue  à  ç(^),  mais  relative  à 
cette  équation,  par 


♦  (X)  =  AC?-i-AX 

Co  -H  AX« 

6|-h. 

..-+-AX"-t 

-î-B 

H-BX 

-+-  BX'»-» 

^G 

I 

H- H 

rt/i  pourra   immédiatement  obtenir  <I>,  en  faisant  dans  o,  e// 
premier  lieu  : 

To      =(aô-pY)^a-+-P^)''-'» 


T/       =  (  aS  —  Py  )  (  a  H-  PO^-î-'Cy  -4-  8G)'. 
T„_i  =  (il  -  Py)  (r  H-  oG)»-», 


.«0115  /a  condition  qu^après  les  développements  on  i*emplace  ts' 
par  Ç|,  de  manière  à  parvenir  à  des  expressions  linéaires  en 

ç^.  ç,, ,  G«_2  ;  ^ti  second  lieu,  et  pour  ce  qui  concerne  T,  la 

rttleur  n  substituer  se  déduira  de  la  relation 


=  /*  A  C  -H  (  /»  —  I  j  B  Go  -+-  (  /»  —  2)  G  (ri  -+- . 


.-+-2GG„-,-+-Ht5„_,. 


On  remarquera  la  liaison  qu'établit  cette  proposition  entre  les 
«Ifiix  j»roupes  d'indéterminées  To,  T|,  . . .,  T,|_2,  ^oî  ^i>  •  •  •?  ^/i-a? 
H  le  rôle  entièrement  séparé  de  rindélerminéeT.  Ces  relations  (ii), 
indépendantes  des  coefficients  «,  6,  . . .,  ^,  A,  représentent  préri- 
NéiiH-nt  ce  que  ^^.  Sylvester  a  nommé  une  substitution  congre- 
dirntt'  a>ec  la  substitution  binaire 

••l  Ir  sens  qu'on  doit  attacher  à  celte  expression  se  trouvera  nelte- 
iiM'iil  fix«*  par  celte  proposition  : 

Ih'signons  respectivement  par  ^  et  (S)  les  substitutions  ()) 
^t  \  iw  si  l'on  obtietit  S  en  composant  deux  substitutions  ana- 
loiiues  S',  S",  fie  sorte  qu'on  ait 

H.  -  II.  3 


3j  or 0 VUES    BK    CHAHLES    Hl^ltMtTE- 

ia  sitbstitiitian  (S)  sera  de  même  composre  *te  deux  antres^  et, 
si  l'un  rept  ésenie  par  (S')  et  (S")  ies  suùsfùuiions  déduites  de 
S'  et  S",  d'après  ta  même  loi  que  (S)  de  S,  on  aura  la  relation 

De  là  résulli?  que  toute  fonction  des  quaiUitits  1*,,  1^:^^  ■••^  Pm 
îiidé pendante  de  T^  par  exemple  toutes  ies  fanetions  symétrlqueii 
des  différences  des  racines  j^,  seront^  par  rapporta  Ta,  T^,.,,,  '^u-iy 

des  CD  va  riants  de  la  fonction  homogène  Y^fi  -  )  •  Telles  seront  en 
particulier  les  quantités 

(n  —  ù  Ff—  /liPf,     {n  --  i) {  n  —  i)V\  ^  *\ ni n  —  a)Pïp3-^  3/iM*,,  cle> 

qui  jouent  le  principal  rôle  dans  les  recherclies  que  j^espère  pou- 
voir bientôt  coiniiinuiquer  à  T  \ca demie  sur  la  réduction  de  Féqua- 
lioa  du  ciuqiiiètae  degré  à  la  forme  oluenue  par  M*  Jerrard.  Mais, 
en  ce  moment,  c^est  aux  équations  du  quatrième  degré  que  je  vais 
;q)pliqiier  ces  considérations,  aGn  de  les  réduire  à  la  forme 


(4) 


jr^  — 6S^'  — 8T^  —  lS»  =  o, 


et  par  la  d'en  conclure  les  expressions  de  leurs  raeint's  au  mojen 

des  fonctions  elliptif|ue!^.  Je  me  fo riderai  a  cel  effet  sur  cette  re* 
marque  que,  dans  celle  équation,  couime  celles  de  lu  théorie  des 
fooctious  elliptiques  auxquelles  elle  a  été  comparée,  savoir  : 


et 


l'invariant  quadratique  est  nul.  Or  toute  équation  du  quatrième 
degré 

A  j'^  H-  1  B^'  -h  <i G-r*  -h  4  D  j-  -r-  E  =^  o, 

où  I  on  suppose  cette  quantité 

I  =  AÏ!:-4BD-^:iC*  =  n. 

devient,  en  y  remplaçant  .a?  par  — j— t 

arv  _  fH  RI  ^-  AC)  31^^  ^  4  (  A» D  ~  i AB€  -*-  a B^) j^  _  3(  B»  ^  AC )»  =  o; 
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ce  qui  est  bien  la  forme  de  récjiialion  (4).  Klanl  donc  proposée 
Téquation  générale 

ax^  -+-  4  ^-a^'  -^  6cT'  -^  \  dx  -h  e  =  o, 

essayons  de  déterminer  la  substitution 


y  =  o(ar)  =  aT  -h  ax 


To  -f-  aar»    I  T|  -4-  ax^ 
H-  1  bx  r\-  4  bx' 

-T-Gc      I        -\-%cx 


(le  manière  que,  dans  la  transformée  que  nous  écrirons  ainsi 

r^  -H  4  \\y^  -f-  <>Pîj'=  H-  4  Ps^'  -+-  P*  =  o, 

l'invariant  quadratique  soit  égal  à  zéro.  On  devra  j)oser 

P4-4PiP3-h3Pî  =  o, 

relation  du  quatrième  degré  par  rapport  à  To,  T|,Ta  \  mais,  ce  (jui 
Justifie  précisément  le  mode  de  réduction  que  nous  avons  en  vue, 
cVst  qu'elle  se  décompose  en  deux  facteurs,  de  sorte  (|u'en  posant 

f  =  aTJ  4- 4cT} -4- ^T|  4- 4^iT,  H- acTu'T, -T- 4^ToT,, 

\  •=  ae  —  ^bd -\-  ^c', 

J  =  ace  -\-  'ibcd —  nd^  —  eb^  —  c', 

on  aura  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  du  second  degré  seule- 
ment 

K^  /g  J  -  -==  /P--27J*-)  (ToT,  -  Tf  )  =  o. 

On  pourra  donc,  et  d'une  infinité  de  manières,  en  s*adjoignant 
de  simples  racines  carrées,  déterminer  une  substitution  qui  ramène 
toute  équation  de  quatrième  degré  à  l'équation  (4),  dont  les  ra- 
cines ont  été  exprimées  parles  fonctions  elliptiques.  Et  l'on  remar- 
quera que  f  est  bien  un  covariant  de  la  forme 

/  =  ax""  -h  4  bx^y  -+-  Gcx*^*  -i-  4  dxy^  -4-  ey'*, 


u 


(mi\%i:'S  DE  cil  Alites  il  ^it  il  tri 


rar  cette  quanlilé  peut  s'obtenir  en  rem  plaidant,  dans  Texpretision 

El  ^    ,4,  -j  Ex,    '1 .  ï  î  îl-  , 


jr^j  xy^  y^  triiiic  part,  ;-,  ;r,,  /,- d**  raiitre,  respectivement  jjar  T^, 
Tj,  T^:  d'ailleurs  I  et  S  sont  les  deux  irivarîiiiils  cL  1^  —  ujJ-  îc 
iliscriininant, 

Mais  il  est  une  autre  uq nation  que  présente  la  théorie  de   la 
transformation  du  troisièjne  ordre  et  à  laquelle  on  pourrait,  par 

une  substitution  de  la  forme  r  =s — ■ — Ç,  ramener  éeaJement  toute 

'^        Y^  -h  ^  ^ 

équation  du  f[uatrirme  degré*  Soit^  en  f;énéiaL  [)ourun  ordre  quel- 
conque II, 

U  -  t/JF,        Y  -  t/>T: 

eu  partant  des  expresî»ions  données  dans  les  Fttttdamenitt  piKir  )^ 
et  X',  et  d'où  Ton  tire 


I 


V  ^  U" 


^\%\  eiHwnnii^^'m  cnaiïiîia, 


'"in  ('fia tin  n 


A  a  m  itu.  AûJti  j  m^ 


. ,  Aiitn  !  n  --  I  HO 


le  l*.  Jouliert  a  fait  ta  remanpie  im|Ku1aiile  cjue  les  fonrtions  ra- 
t  i  o  nti  elles  sj'  11 1  é  t r  i  i j  ue  s  d  t^s  il  î  v  p  r se  s  \  a  I  e  u  l's  l1  e  \'  c  1 11  i  c  o  r  r e  s  p  o  n  d  e  îU 
a  toutes  les  déterminations  de  tii^  ne  dépendent  que  du  produit  du 
module  par  son  eoiuplémenl,  de  sorte  qu'il  existe  entre  V  et  U  une 
équation  de  degré  n  -h  1*  analogue  pour  plusieurs  propriétés  essrii- 
tielles  (^  *  )  H  IV-quatiou  modulaire  rntre  %'  et  u.  I*ar  eiteuiple,  pour 
u  ^=3,  /(  ^  5,  /t  ^  y,  le  calcul  l'il^rlué  par  le  1*,  Jouhert  dornu' 
les  relations 

Vi  _  ;  un  3  +  <ï  uv -h  U*  =  t», 

yo  _  i(iU» V-  ^  t5  U»  V*  -h  I  'jU^  V»  -h  4  ^'V  ^  U»  ==  o. 
V«  _  G.iU?  V'  -f-  7.48U«V«  —  7,96 ll»V*  -h  7,94 U>V^ 

—  748  U3  V^  -4-  7. 1  JtUn  *  —  HUV  H-  U»  ^  o. 

C'est  la  prcmién'  (|uî  pourrait  servira  robjet<|ue  nous  indiquons; 
mais  je  me  bornerai*  eu  terminant  celte  Note,  à  montrer  qu'elle 
donne  nu  unnvel  exemple  tie  ce  rapproelirmrnl  ijue  j'ai  essayé  de 
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Une  ressortir,  entre  la  théorie  de  la  transformation  pour  le  troi- 
sième ordre  et  celle  des  formes  cubiques  à  trois  indéterminées. 
Effectivement,  le  paramètre  /  qui  figure  dans  la  transformée  cano- 
nique 

T^  -h y^  -h  z^  ■■■-  (\/xjz 

«If'pend  des  invariants  S  et  T,  ou  plutôt  de  S  cl  S|  par  rc(|uation 

/•  — /         I    S 


8/^-+-  I        4  S 


Or  il  suffit,  en  introduisant  une  seule  indéterminée,  de  poser 
I  =  z\  pour  la  ramènera  la  relation  entre  V  et  U.  De  là  résulte 
•pi'en  prenant  pour  module 


^,^T-:-V'S.- 


•A  v/s-» 

ft  {Misant,  pour  abréger, 

^  —  —  (  //i  K  H-  //l'/K'), 

•»ri  a  ces  expressions  des  trois  (piantilés  o,  A  et  /,  savoir  : 

-    sin^aniQ  ^        i     /^  i -4- cos*  iuii  »  ,  S       Aamo 


sin'roams  •>,  sm'am'v  S|  sincoams 

l>an>  ces  formules  ni  et  m' peuvent  être  pris  égaux  à  deux  nombres 
♦•ntiers  quelconques,  pourvu  qu'on  ne  les  suppose  pas  en  mémo 
it'inps  nuls  ou  divisibles  par  3. 


i 


SUR 


4 


L\  THÉORIE  DES   ÉQUATIONS  MODULAIRES. 


On  roruunl  loule  riniporlrHirr  d;uis  h  ihvovie  tivs  rquationît 
algtM>rK[(ics  Jo  cette  furicliuii  îles  (M>efjit  ifutîîi  ù  liiijuellc  a  tHé 
lionne  lu  uoiiï  de  dhcrimitian!^  el  qui  représente  le  protinïL  symé- 
trique ïlrs  earrés  dcs^  diUVuM^nr**^  des  racines,  \iissi  les  s^^'om êtres 
<mt-ils  recherché*  surlouL  d^JH  ces  derniers  temps,  les  mélhudes 
1rs  plus  propres  i\  en  abréger  h*  calcul.  Mais^  dans  les  applications 
i\  uïic  éqiiulioii  donnée,  ces  méthodes  générales  sont  le  plus  soii- 
\ent  jmpi'aLicahles  en  raison  dt*s  opérations  laborieuses  qu  elles 
rvigeiiL.  C'est  cette  difficulté  qui  in\%  l<tn^tiMups  arrêté  |iour  for- 
mer la  réduite  du  (m%ieaie  Jegi'é  de  réqualiuu  modulaire  du  dou- 
ssîéme,  la  iVïriclion  des  racines  *[ue  jai  employée  poui"  eirectuer 
^abai^senlellt  conduisant  dans  tes  truis  cas  du  siïiéiuc,  du  hiir- 
Ijcnne  el  du  flouKième  degré  a  calculer  le  discriniinanl  de  ces  (.équa- 
tions, .î'ai  donc  essaye  dY*ludier  en  général  le  discriminant  des 
éf  plat  ion  s  niodutaires,  en  prenant  pour  [loint  de  départ  les  cit- 
pressions  de?»  racines  sous  fonue  transrcudante,  dans  respérance 
iFarriver  a  \n\  calcul  ipii  pùl  f^lre  efl'eelné  au  moins  dans  le  cas 
ipie  j^avais  en  vue,  \\  suis  cll'eclîveuienl  |WM'vt*riu,  el  pu  vu  en 
même  temps  retle  recherche  *  «juduire.  par  une  voie  aussi  siuqde 
cpie  naturelle,  a  d  importanle>  nolions  arithmétiques  et  a  des  pru- 
posi lions  qu  on  ne  trouvera  pas,  jV'spère,  sans  inlérél,  sur  les 
sommes  Av  nombres  de  classes  de  Ibrmes  epiadraliqucs,  dont  les 
déterni inanls  snivenl  une  certuine  lot.  M^  Kniiieekrr  a  déjà  donné 
< la n s  les  Co n fp tes  /  e n  dus  fit*  / '  A  en dvn t  //*  dr  Bei -tin  (  séane e  d  ii 
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39  octobre  1837)  les  énoncés  de  plusieurs  beaux  théorèmes  de 
«elte  nature;  ceux  que  je  vais  établir  dans  cette  Note  et  qui,  si  je 
ne  me  trompe,  tiennent  à  d'autres  principes,  contribueront,  je 
pense,  avec  les  propositions  dues  à  cet  illustre  géomètre,  à  jeter 
uo  nouveau  jour  sur  une  des  plus  importantes  théories  de  l'Arith- 
inétique,  en  la  rattachant  par  de  nouveaux  liens  à  l'Algèbre  et  à 
l'Analyse  transcendante. 


r. 


Soit  n  un  nombre  premier  et  B(i',  u)  =  o  Téquation  modu- 
laire de  degré  /i  +  i  ;  en  faisant,  pour  abréger,  e  =  f  -  j  >  on 
trouve  très  aisément  que  le  produit  des  carrés  des  différences  des 
nicines  v^  prises  deux  à  deux,  et  que  je  désignerai  par  D,  a  la 
forme  suivante  : 

D  =  W-^^  (  f  —  «•)'»-^8(rt^_^  ax  M»  -4-  «i  M»«  -h  .  .  .  -i-  «v  M*^), 

le  poh"nome  «0+ ^1  w*-l-  ...  étant  réciproque,  c'est-à-dire  que 
ai=^a^_i^  et  ne  contenant  ni  le  facteur  u,  ni  le  facteur  1  —  w"; 
quant  au  nombre  v,  il  a  pour  valeur 

v=  — (n-\-t). 

Cela  |)Osé,  je  vais  en  premier  lieu  établir  que  D  est  un  carré  par- 
fait. Je  me  fonderai  pour  cela  sur  la  relation  importante  donnée 
par  Jacobi.  entre  le  multiplicateur  IVI,  le  module  proposé  et  !e 
module  transformé,  savoir  : 


En  posant 


■    X(.-).')  dA 
n   X(i-A'>   d). 


Je  sorte  qu'où  ait,  en  vertu  de  l'équation  modulaire. 

du  0(>,  u) 

dv  ~  ^  S"(r,  M)' 


k 
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cette  relation,  si  l'on  introduit  u  et  v  au  lieu  de  ^'/r  et  yOv,  devien- 
dra 


n  u(\  —  u^):3[  i?,  u) 


D'ailleurs,  les  valeurs  correspondantes  de  v  et  d«î  M  sont,  comme 
on  sait, 

ç  =  M'*[sin  coamsp  sin  coam  4p...  sin  coam(  n      i  )p  |. 

-  -  _  -5-rsin  coam  20  sin  coam  4  p  . . .  sin  coam  (/*  —  i)o1* 

"~  y       sin  aniup  sinam4p  • .  •  sin  am( /i  —  1)5        J 

de  sorte  qu'en  faisant 

K       iK'       K-+-1K  (/i  -i)K-i  iK' 

'nu  n  n 

on  obtiendra  simultanément  les  n  4-  i  valeurs  de  M  et  les  n  H-  i 
racines  i^o^  ^1»  •••?  ^'/*  de  l'équation  modulaire.  Or  les  équations 
entre  M  et  A*  ont  pour  coefficients  des  fonctions  entières  de  /»*,  celui 
de  la  plus  haute  puissance  de  M  étant  Tunilé,  et  le  dernier  la  con- 

stante  numérique  -^ 9  de  manière  que  le  multiplicateur  ne 

peut  jamais  devenir  nul  ou  infini  pour  une  valeur  finie  de  A*.  Cette 
propriété  importante,  qui  est  due  au  P.  Joubert,  montre  que  les 
valeurs  de  r  et  //,  qui  satisfont  à  Téquation  modulaire  et  à  sa  déri- 
vée 0(t',  //)  =  o,  annulent  nécessairement  aussi  le  dénominateur 
de  M  et,  par  suile,  3(i',  m),  si  l'on  exclut  les  cas  limites,  //  =0, 
^/'*=i,  auxquels  correspondent,  comme  on  sait,  i'==o,  r*=i. 
Cette  restriction  faite,  on  peut  conclure  que  toutes  les  autres  solu- 
tions simultanées  des  équations  0(i\  </)  =  (),  6(i%w)  =  o  sonl 
<loubles;   elles  annulent,  en  eirel,  la  délerminante  fonctionnelle 


d^  dd 

dSdO  _Q^^« 
du' dv  ~~     du 

dv 

dv  '  du 

<ar,  à  cause  de  l'équation  0  =  o,  celle  déterminante  contient  le 
facteur  27(i',  u).  C'est  dire  que  lous  les  facteurs  du  discriminant, 
autres  <pie  //et  1  —  //",  y  entrent  au  carré,  d'où  résulte  que  le 
polynôme  a ^f -r  cf t  u* -h  -- -•>  qni  ne  contient  pas  ces  facteurs  et, 
par  suite,  le  discriminant  lui-même,  est  un  carré  parfait.  A  la 
\érilé  pourrait-on  demander  en  toute  ri*jueiir  de  démontrer  qu'il 
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ne  renferme  pas  de  facteurs  triples  ou  élevés  à  une  puissance  im- 
paire. Mais  ce  point  sera  lui-même  complètement  établi  plus  tard, 
à  Taide  d'une  remarque  que  je  dois  encore  placer  ici.  Multiplions 
membre  à  membre  les  /i  +  i  équations  qu'on  déduit  de  la  rela- 
tion 

n  i/.(i  —  M*  )3r(i',  u) 

en  y  remplaçant  successivement  \f  par  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion modulaire.  Comme  le  produit  des  valeurs  de  M  est  di  -  »  on 
trouvera,  en  employant,  pour  abréger,  le  signe  de  multiplication  II, 

_L  —      '  llp(i  — 0»)       UO(v,  u) 

fit  ■"  /i/«-<-»  M«-»-i^,_  ,^«^/i»i  'n^(t.,  U)' 

Mais  on  sait  que 

IIP  =  ea"^-»; 
on  en  conclut  (  •  )  (pie 

11(1  —  l>8)  =  (l—  ,|«)//-M, 

et  il  vient  par  conséquent 


Or,  au  signe  près,  06 (r,  u)  est  le  discriminant,  et  cette  relation 
montre  qu'on  peut  le  considérer  comme  provenant  de  l'élimina- 
lion  de  c,  entre  les  écpiations 

e(t',  U)  =  o,         27(r,  a)  =  o, 

la  seconde  étant  la  dérivée  -t^«  Cela  posé,  faisons  le  changement 
de  V  en  //,  et  de  u  en  sr;  d'après  une  propriété  fondamentale  de> 
r(|uati<uis  modulaires,  0  ne  changera  pas,  -^  =  o  deviendra  par 
ronsécjuenl  -j^  =  o,  et  le  discriminant,  lorsqu'on  y  aura  mis  er  an 
lieu   de  //,  représentera  le  résultat  de  Tel  i  mi  nation  de  u  entre  les 


(')  II  suflU  pour  cela  de  poser  m  =  ©(o>),  puis  de  rhanger  to  en »  et  dVlc- 

ver  les  deux   membres  à  la  puissance  huitième,  les  racines  v^^  Vy^  ...  étant  ainsi 
devenues  :  \  i  —  i'J,  \  i —  i'J,  etc. 
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équations 

Mais,  D  ne  ronlenanl  que  dos  puissances  paires  de  i/,  ce  change- 
ment reviendra  à  écrire  la  lettre  v  au  lieu  de  w,  d'où  cette  consé- 
quence que  l'ensemble  des  valeurs  égales  des  racines  Voj  <^'i,  ..., 
Vft,  ne  diffère  pas  de  la  série  des  valeurs  de  //  qui  font  acquérir  à 
l'équation  modulaire  ces  valeurs  égales. 


Après   avoir   établi   que    le  discriminant  est  un  carré  parfait* 
ce  qui  permel  «l'écrire  désormais 

si  Ton  pose 


SV 


0  (  f/  )  rrr  (tf^  -^  O i  U^  -^-  ...-{-  Oy  H 

nous  introduirons  la  transcendante  dont  j'ai  donné  ailleurs  (*)  la 
définition  et  les  propriétés  fondamentales,  en  faisant 

et  c'est  ainsi  (pie  nous  parviendrons  si  représenter  explicitement 
tout(»s  les  racines  du  polynôme  0(^/),  en  donnant  pour  chacune 
d'elles  la  valeur  de  (o.  Le  caractère  principal  de  ces  valeurs  con- 
siste» en  ce  qu'elles  scmt  Tune  des  racines  toujours  imaginaires, 
celle  où  le  coefficient  de  i  (^)  est  positif,  d'équations  du  second 
degré  à  coefficients  entiers,  et  que  nous  désignerons  de  cette  ma- 
nière : 

(a)  Peu*-*- viQu) -i- R  =- (». 

Nous  allons  donner  le  moyen  d'obtenir  toutes  ces  équations  en  les 


(')  Comptes  rendus,  i858,  p.  5ii. 

(-)  Peut  être  n'cst-il  pas  inulile,  pour  cviicr  loutc  anibiguUé,  de  dire  que  la 
quanlité  i  dont  il  est  question  est  précisément  relie  qui  figure  dans  l'expression 
analYti(|nc  de  9(»«>)  uù  elle  a  élé  introduite  en  posant  </  =  «•'**. 
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déduisant  de  certaines  classes  de  formes  quadratiques  de  détermi- 
nant négatif,  mais  il  est  d^abord  nécessaire,  à  l'égard  de  cette 
dépendance  que  nous  établissons  entre  les  équations  et  les  classes, 
d*indiquer  la  proposition  suivante  : 

V  toutes  les  classes  qui  ont  même  déterminant  ou  seulement  à 
certains  ordres  correspondront  toujours,  sauf  deux  exceptions  dont 
il  sera  question  plus  bas,  soit  deux  groupes,  soit  six  groupes  de 
huit  équations,  telles,  que  dans  un  même  groupe  toutes  les  équa- 
lioQS  se  déduisent  de  l'une  d'elles,  en  y  remplaçant  eu  par 
M-f-2m,  le  nombre  m  étant  pris  suivant  le  module  8.  De  sorte 
que,  si  Ton  veut  avoir  seulement  les  valeurs  distinctes  de  ©*(  w), 
«•n  ne  conservera  qu'une  forme  de  chaque  groupe,  alors  et  sous 
celle  condition  correspondront  à  chaque  classe  deux  ou  six  équa- 
tions (a). 

Désignons  dans  le  premier  cas  par 

l'une  des  équations,  l'autre  s'en  déduira  en  y  remplaçant  o)  par 
»  et  il  en  résultera  deux  valeurs  C3(  (o)  et  — ; — -  qui  seront  deux 

I  -r-  ru  •  ^      -^  tp(ci>)  ^ 

racines  réciproques  du  polynôme  Ô(m ). 

Pour  le  second  cas,  on  aura  d'abord  les  deux  équations  dont 
aous  venons  de  parler,  et  chacune  d'elles  en   donnera  en  outre 

deux  autres,  en  y  remplaçant  w  par et  eu  —  i .  Autrement  dit. 

If**»  six  équations  résulteront  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  en 
V  faisant  les  substitutions 

(O  I  I  f 

fO,        » ,       >        (O  I,        1 • 

I  -1-  (W  «U  I  —  to  (U 

\  ces  six  valeurs  de  tu  répondent  six  groupes  de  huit  racines  du 
polymmie  ^(//),  qu'on  obliendra  par  les  relations 

I  I  çp8(''>)  Cp»(u))  — I 

«•=&»(a*>,      — T j      I— ç»(cu),      — — »      —-^ »      i — — 

©•(  eo)  ^    '  I  —  ç*(w)        ?*(««) — I  o*(w) 

<^^uant  aux  cas  d'exception  à  ces  règles,  ils  concernent  les  classes 
déri\ées  de  ces  deux  formes  (i,  o,  i  )  et  (2,  1,  2).  On  rencontre 
le>  premières  lorsque,  le  nombre  premier  n  étant  r^  1  (mod  4)?  <>" 
p^ul  faire 
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Selon  qu'elles  présentent  les  caractères  propres  aux  formes  qui 

fournissent  deux  ou  six  équations,  on  n'en  doit  prendre  qu'une 

seule,  savoir  : 

to'  —  •;►,  10  -t-  -2  =  o, 

d'où 

(0  =  I  -+-  I,         ç» (  a> )  =  —  i  : 

ou  bien  les  trois  suivantes  : 

co'-h  I  =-.  o, 

CO* 2  0)  -f-  2  =  o, 

•2(0*-+-  'JHù  -\-   l   =  o, 

d'où 

10  =  «,  <p'  (  to  )  =  -  , 

to  =  I  H-  «',  «p»  (  to  )  =  —  I , 

- 1 


(O  = 


:»  «p'(0))  =  '1. 

I-i-l 


Le  premier  ras  a   lieu  lorsque  h  est  impair  ou  impairement  pair, 
et  le  second  lorsque  b  est  divisible  par  4  dans  l'équation 

/i  =  a«-+-  46*. 

IjCS  classes  dérivées  de  (2,  1,  2)  s'offrent  lorsque 

n  =  «>-+-:$/>*, 

et  toujours  a\ec  les  caractères  propres  aux  formes  qui  fournissent 
six  équations.   Mais  on  en  doit  prendre  seulement  deux,  qui  sont 

to'  -H  10  -t-  I  =  o,  10'  —  (O  -i-  I  =  o, 

cl,  (|uant  aux  valeurs  de  'f  (<•>)  qu'elles  déterminent,  elles  dépendeni 

de  Téquation 

(p^*(  (O  )  —  o'((o  )  -+-1  =  0. 

Ainsi  le  facteur  ^z" —  //«-f-  i  se  présentera  dans  le  polynôme  6(//  ) 
pour  n  =  7,  i3,  h),  elc. 

Ces  préliminaires  établis,  nous  arri\ons  à  la  formation  même 
des  équations  en  (o.  A  cet  effet,  nous  considérerons  deux  séries 
de  déterminants,  les  uns  donnés  par  l'expression 

A  =  (80-     3/i)(/i  — -20), 

les  autres  par  celle-ci  : 

A'=:  Ho(/i-— 80), 
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en  attribuant  à  o  loutes  les  >aleiirs  en  nombre  évidemment  fmi 
i|ui  !«•>  rendent  positives,  et  nous  aurons  les  propositions  sui- 
\4inles  : 

Première  série  :  A  =  (  8 0  —  3n){n  —  20). 

Pour  A  EEi  I  (  niod4  ),  loutes  les  classes  de  déterminants  — A 
|n.'u\enl  cire  représentées  par  des  formes  (P,  (^,  R),  où  Q  est 
im|^ir  et  U  iinpairement  pair.  Ces  formes  fourniront  deux  équa- 
liuns,  dont  le  type  sera  précisément 

P(o«-i-/Qio    -  H  =  o. 

Pimr  A  ^£1  —  I  (mod4),  les  seules  classes  de  Tordre  impropre- 
nM*nl  primitif  ou  dérivées  d'ordres  improprement  primitifs  pour- 
n»iii  être  représentées  de  même;  les  autres  seront  exclues,  et  clia- 
•  un«*  des  premières  fournira  deux  ou  six  équations,  suivant  qu'on 
.111  ni  Izh.  —  I  ou  .'i(mod8). 

Deuxième  série  :  A'=  80 (/i  —  80). 

Pour  o  impair,  on  exclut  les  classes  où  les  trois  coeflicients  sont 
iii\i^ible^  par  2  ;  toutes  les  autres  fournissent  chacune  deux  équa- 
tions. 

Si  o  est  pair,  on  prend  sans  exception  toutes  les  classes  de 
(lèt«Tminants  —  A',  et  c'est  alors  seulement  (|u'on  rencontre  les 
^'n>upes  de  classes  auxquelles  correspondent  six  équations.  Le 
[•rfuiier  de  ces  jj:roupes  se  présente  lorsque  0  ^h  —  2/^(mod8)  ;  il 
f>l  composé  de  toutes  les  classes  dont  les  coefficients  sont  divi- 
mUps  par  /(,  et  qui,  ce  facteur  supprimé,  constituent  Tordre 
iiiipropremeni    primitif,   ainsi   que  les  dérivés  cTordres  impropre- 

iiifnt  primitifs   (  '  ;,    de  déterminant -•  Le  second  est  donné 

I  i() 

|Mr  les  valeurs  «le  o  qui  sont  multiples  de  8,  et  il   est  composé  de 

iMule>  les  classes  d<mt  les  coefficients  sont  divisibles  par  8.  L'une 

«{uelconque  de  ces  classes,   auxquelles    correspondent   six    équa- 

lii»ns,  étant   désij^née   par    (  P,  (^,  R),   conduit   iuimédialemenl   à 


Cell**  réunion  d'ordre»  qui  >c  |)ré«icnlc  dans  Icn  ticux  séries  de  déterminants 
r-urrait  C'irr  app<*l»*c  simplement  le  groupe  improprement  primitif;  ce  sérail 
«ib«i  l'enscMible  dos  riasscs  (  \,  B,  C),  où  B  est  ini|)air,  A  el  C  pairs,  ces  trois 
Offiibrr^  pouvant  aroir  d'ailleurs  un  diviseur  impair  quelconque. 


4ry 

Véqimllmi  type 


or.rvttf!;3  tm  ciimtes  nËrnwfTK. 


iQiii  -h  K  =  o; 


mais  pour  les  uutie!^,  riuiit^ijelles  corieâ  ponde  ni  deux  ëquiitioiiâ| 
el  qu'on  peul  représenter  ainsi  : 

p(A,  B,  G), 

p  étant  i^*A  ou  {?  ^t  \,  B^  C  n'étant  plus  à  la  fois  divisibles  par  2, 
îl  sera  toujours  possible  de  déduire  de  (A,  B,  O  une  transfor- 
mée (P,  Q,  R)  où  ï*  esl  impair,  R  pair,  et  1  é(]uaUon  en  tù  sera 
encore 

L  ne  observalion  essentielle  doit  èire  enfin  jointe  aux  proprié- 
tés précédentes  :  c'est  que^  dans  la  série  des  équations  dont  nous! 
devons  donner  la   forma tîtm^  janiais  on  n'obtiendra  deux  fois  la 
méme^   si   l'on  a  égard  a  ce  qui  a  été  précédeiniuenl  liit  rtdalive-J 
ment  aux  classes  dérivées  des  formes  (i,  o,  i)  et  (a^  1^2).  La  coo« 
sidératinn  des  formes  réduites  permet  de  le  démontrer  trts  aisé- 
ment, et  il  en  résulte  cette  remarque  qu'un  nombre  premier  n'ai 
qu^une  seule  représenta  lion  dans  le  groupe  des  formes  de  méir 
iléterminant  011  le  eoeflicîent  moven  est  nid. 


lEK 


Plusieurs  des  résultats  précédemment  établis  s'étendent  aux 
équations  plus  {générales  r|ui  fournissent  la  relation  entre  les  mo- 
dules pour  toutes  les  transformations  des  fonctions  elliptiques. 
Ceux  que  je  vais  indiquer,  en  considérant  pour  Tordre  delà  trans- 
formation un  nombre  n  impair  sans  diviseur  carré,  montreront* 
je  pense^  Tintérét  qui  m'a  attacbé  à  ces  recbercbes,  auxquelles 
j'espère  donner  par  la  suite  de  nouveaux  développements.  Dans 
ce  cas,  l'équation  rationnelle  entre  ç  :=^^A  et  h  ==z  ^/r  est  dWin  de- 
gré égal  a  la  sujutiie  des  diviseurs  de  «,  et  le  premier  |Voint  que 
j'ai  dû  établir  consiste  en  ce  que,  si  ri>n  pose  «^^(ta),  les  ra* 
cines  seront  représentées  ainsi  : 


/  a  \      /  oïij  -i-  I  Tï  m  \ 
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l  el  ô,  étant  deux  diviseurs  de  /?,  de  sorte  que  n  =  85|,  m  élant 

pris  suivant  le  module  S|  et  (  :^)  ayant  la  signification  habituelle 

relative  aox  nombres  composés. 

G>nsidérant  ensuite  le  produit  des  carrés  des  didérences  des 
ncines,  j'ai  trouvé  qu'en  le  désignant  toujours  par  D,  on  avait 

ott  N.  N'  et  V  sont  des  nombres  entiers  dont  la   détermination 
dépend  des  fonctions  numériques  suivantes,  qui  s'oflrent  pour  la 
première  fois  en  analyse. 
Soient  5  et  5'  deux  diviseurs  de  /i,  tels  que  Ton  ait 


la  première  de  ces  fonctions  sera  la  somme  de  toutes  les  quan- 
tités oo\  et  je  la  désignerai  ainsi  : 

Le  seconde  l'„  sera  définie  comme  la  précédente,  mais  en  em- 
plojaat  seulement  pour  S  et  o'  les  diviseurs  de  n  qui  satisfont  à  la 
condition 

a)=(à)"'- 

Cela  étant,  si  OXy  et  >7b'  représentent  la  somme  cl  \v  nombre  des 
di\i$eurs  de  n,  on  aura 

N  =  /i X'  —  X  -{-  2  A„, 
N'=  /iX'—  5X»  -4-  2A;„ 
4v  =  x«-X-N-4N'. 

Ces  quantités  auxquelles  conduit  immédiatement  le  discriminant 
de  Féquation  modulaire  montrent  donc  le  premier  emploi  des 
fonctions  A«,  A^,,  qui,  si  on  les  prend  complètes,  c'est-à-dire  en 
intniduisant  dans  les  sommes  tous  les  diviseurs  de  /i,  seront  de 
la  nature  des  fonctions  numériques  qui  ont  été  récemment  Tobjet 
de  travaux  importants  de  M.  Liouville.  Mais  la  limitation  oo'<<  n 

f^ i  Z,  Z'  ne  peuvent  élre  pri;*  égaux  entre  eux  rt  égaux  à  l'unilé. 


Irar  imprinif  un  caractère  spdciiiil  qui  ra|>pi'ilc  dans  la  llH^orié  ties 
[luiiiJires  la  Udlion  analytique  âc  par  tir  s  dtf  fonctions*  Telle  est 
encore  celle  expression  de  ht  î^omme  des  diviseurs  de  «,  moindres 
f|ue  )Jn,  dciïU  M,  Kronock^'r  11  iiionhx^  If^  prpjnier  l'usage  dans  le 
Ijraii  Iravail  rjue  jai  d^^ja  cite.  Ht  il  semble  jiiscprici  que  ce  soit 
dans  l'ëvalualioa  des  sommes  de  nomljces  de  classes  de  forme^i 
quadratiques,  <lont  les  délertuitianls  suîvenl  certaines  progressions 
do  s-econd  or<lrc,  fpie  ces  Irois  fouelionî*  m^  Irouvent  appelées  à 
jtHjer  leur  principal  n'de;  mais,  à  cet  égard,  j*auraî  surloul  pour 
\n\l  de  faire  ressorlir,  dans  le  t  as  où  n  est  premier,  la  liaison  qui 
t*xîsle  eutre  le  décret  du  disf  riuiinanl  et  ces  nombres  de  classes. 
IV>nr  eebj  il  est  itccessaire  çpje  je  démonlre,  eoiumejerai  déjà 
annoncé  H,  que  le  discriminant  ne  contient  pas  rie  facteurs  luul- 
liples  autres  cpte  if  i\i  i  —  ti^,  «loul  le  degré  de  jiniltipHcilé  «ioil 
supÉ^rieur  à  deux. 


I 


ÏV, 


IdCs  valeurs  de  tt>  |iar  lesquelles  les  racines  tlu  dls^eriminaiit,  en 
c^^ceptant  //  ^  o^  «n=^  i,  ruiL  elé  exprimées  ^un^  la  forme 

présentent  ce  caractère  <pie  deux  r|uantitéâ  ç(w),  ^  (t«>')  sont 
essenli(*llejnèiil  ditVérentes  i\u  uionif^nt  que  tij  et  ttj'  ne  dépendent 
pas  de  la  mèiue  équation;  eL  il  eu  résulte,  en  premier  lieu,  que  les 
valeurs  communes  que  prennent  respeetîvement  deux  racines  de 
ré-cpiatinn  modulaire  pour  it^^^iiù)  et  /(:r=s(tiV)  ne  pourroni 
nrKi  [dus  jamais  étie  égales,  t]e  point  établi,  jobserve  ensuite  que 
le  déteruiinanl  Q^  —  l*R  de  l'éipiatiou 

!' tu' H-  K Q f ,>  -h  R  ^  o 
étant  résidu  quadratique  iIï*  //,  la  eon^riience 

P.r*—  aU^"  f-  H  —  i>     t  uiMit«  » 
admet,  si  P  n  est   pas  luulllple  du  module^  deux  solutions   réelle?^ 
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«|ri*il  srra  toujours  possible  de  représenter  par  des  nombres  mul- 
tiples de  1 6  : 

<iela  étant,    les  deux  racines  de   l'équalion   modulaire,  qui  dc- 
li^nneat  égales  lorsqu'on  fait  u  =  ©(oj),  seront 


(CD  —  a\  /(o  —  a'  . 


Kt  dans  le  cas   où   l'on   suppose  P  =:  o  (mod/^),    la    rongruence 
D'admettant  plus  qu'une  solution  x^  ix,  on  aurait  IVgalité 


Mais  on  peut  toujours  faire  en  sorle  «l'exclure  Tun  <l<;s  cas,  de 
re«ilfr  «lans  le  premier,  par  exemple,  en  liranl  Tcqualion  en  co 
«l'une-  forme  quadratique  (P,  Q,  R)oii  P  ne  soit  pas  divisible  par  n. 
(Via  posé,    l'équation  modulaire  ne  saurait   présenter  non  plus, 

<|uand  on  y  fait  w  =  ©((»)),  une  troisième  racine  '^  ( ^l  égale 

ini\  précédentes;  car  jx"  devrait  nécessairement  vérifier,  ainsi 
<|ue  ;jL  et  a',  la  congruence  Pj7--h  2  Qj7  -h  R  ^^  <>  (mod//),  ce  qui 
•^l  impossible  lorsqu'on  suppose  le  module  un  nombre  premier. 
Or.  ayant  démontré  (pie  les  racines  du  discriminant  ne  différaient 
[•a*  de  l'ensemble  des  valeurs  égales  des  racines  t'o^  *'ii  •  •  •?  ^n^  de 
It-quation  modulaire,  nous  concluons  qu'il  n'existe  pas  de  fa(*- 
ifiirs  triples  dans  le  discriminant,  préciséuient  de  ee  (|ue  trois  des 
(|uantités  r»,  i'i,  . . .,  t'//  ne  peuvent  jamais  coïncider  pour  au(  une 
\aleur  finie  de  (o.  Ayant  donc  fait 


non 


>  pouvons  regarder  comme  inégales  lf)utes  les  racines  de 
It-quation  0(//)-=o;  (ît  c'est  la  proposition  que  nous  voulions 
•  lablir  afin  d'arriver  à  celle-ci  : 

Pou  F'  lotit  nombre  premier  /i,  la  somme  r/rs  nombres  d^ê(jna- 
tin/is  fl/^rluiles  des  classes  quadratiques  de  la  première  série 
'Ir  tirterminants  —  A,  et  de  la  seconde  série  de  détermi- 
nants —  A',  est  égale  au  degré  du  polynôme  0(//). 

II.      II.  « 


C»ltVliK«t    lîK    rîHBLlîït    ItËRMITK, 


Ma 


<ll 


triLs  il) 


u 


lU 


lais  eu  consuM/ranl,   pour  |Uiis  dr  siinplirilr,   los  seuJe>  fijiuj- 
lions  qui   ronmUisont  des  valeur^*  liistiiicles  cIl-  '^*(ti>),  nous  jmuî 


vous  remplacer  cet  énoncé  par  le  suivant 


Scient  ^i  et  ^^  /e-^  fi  ombres  tfe  r/fissex  ffr  itt  pn^mlrre  sérr 
auxquelles  corrrspondeni  deux  ou  st\i'  éqtifttioifs^  t*^  t'I  i*.,  it'.s* 
rftfft  n  i  ti  es  a  n  a  lu  g  a  es  tlan  s  la  seeo  n  de  série  ^  on  u  n  /  'a  en  lenrtffi 
compte  des  e lasses  dvri\*ées  de  (i^  o^  ij  et  {^^  t^  '2)  Irt  relatiun 


j 


'*(  7j  —  ÎT',  )  -h  tî( ^î  -i-  (To  >   =  ■**  = 


/!*— I 


/l  — ï 


Tel  eâl  doiu^  l<'  ihéorèmc,  cssemïelloitienl  limiu*  jusipru'i  ati 
cas  où  n  est  premir-r,  (jiie  nous  allons  vérifier  piir  un  cerhiin 
nombre  d'ex  toupies,  t*n  donnant  pour  rliacun  d'eux  la  série  ih> 
/■([Uîihon?  v%\  (t>*  ee  qui  vu  nous  roiidiiirr  en  me  rue  l«'nijis  à  [iréseu- 
ter  des  applieiLtions  des  diverses  rrjrles  éiiuiieL^riï  préeédcatuieiil 
pour  la  forniation  de  ces  équations. 


V  cet  elTel,  j'emploierai   pour  uhreger  lu    nota  lion   suivante  : 
(  A,  Bj  C)  élaiit  une  forme  quelconque»  je  poserai 

(C,  —  B,  Â)  =  <  A.  B,  iUu 
(A,  —  A-f-B,  A  — îiBh-G)  =  (A,B.  Ci,. 

Il  deviendra  possible  ainsi  de  raltaelier  iuiuN-dialemenl  les  équU' 
lions  aux  formes  réduites,  par  lesquelles  il  convient  daulutit 
ntieuv  de  représenter  les  dusses,  qu'on  id>tiemlra  de  la  sorte  les 
eoenîcienls  tes  plus  simples  et  les  valeurs  de  to  pour  lesquelles*  les 
séries  elliptiques  présentent  la  pluis  grande  eonvergence.  Eflecti- 
vemeut,  si  Ton  se  borne  aux  équations  qui  Iburnissent  des  valeurs 
distinctes  de  '^"(to),  ou  même  à  la  seule  étpiatioii  tvpe  <  voye? 
Comptes  rend  as  j  p,  c).|^i  et  JJ  11  du  jji*ésent  Méuioire  )^  elle  sera  tou- 
jours Tune  de  celles-ci  : 

(A.  B,  C)  =  «,        (A.  B,  G>,  =«,        (A,  B,  C),  =  o, 
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lf>  iiidrleriniuëes  x  et  y  étant  remplacées  par  w  et  i ,  et  (A,  B,  G) 
t-lAiit  une  forme  réduite.  Je  conviendrai  enfin  de  les  designer  seu- 
lement par  leurs  premiers  membres  et  de  représenter  respective- 
ment par  S  et  S',  pour  la  première  et  la  seconde  série  de  délermi- 
iiaiit>.  les  sommes  de  nombres  d'équations  donnant  des  valeurs 
«iistinctes  pour  ^"(o>),  de  sorte  que  la  relation  que  nous  nous 
[»roposons  de  \érifier  sera 

Ola  posi',  voici,  en  commençant  par  les  cas  les  plus  simples,  les 
résultats  que  l'on  obtient  : 

n  =  3. 

\jc  nombre  v  se  réduit  à  zéro,  ^{u)  est  une  constante,  et  le  dis- 
friiiiinant  de  l'équation  modulaire  m*  —  v^'\-'xuv{\  —  u^v'^)^=o^ 
»oM  que  le  donne  facilement  le  calcul  direct,  est 


1^  première  série  de  déterminants  fournit  la  seule  valeur  A  =  i , 
don  la  classe  (i,  o,  i),  qui  par  exception  donne  au  lieu  de  deux 
rqiiations  une  seule,  (i,  o,  1)3.  La  seconde  série  de  déterminants 
nViiste  pas,  et  Ton  obtient  simplement 


1^  première  série  existe  seule  et  donne  A  =  3,  d'où  les  deux 
dd^>es  (I,  o,  .'5  ),  (2,  I,  2).  Mais  on  ne  doit  employer  que  la  classe 
inipn»prcment  primitive,  qui,  par  exception  encore,  au  lieu  de  six 
««piations,  \\Qi\  donne  que  deux,  dont  le  type  est  (2,  1,  2).  La  va- 
^iir  D  est 


OEUVRES    DE    CHARLES    lIERlIlTfi. 


«  =  II,  «j  =  lO. 


La  première  série  donne  A=  7,  et  la  classe  improprement  pri- 
mitive (2,  I,  4)»  ^1  où  l'équation  lype  (2,  1,  4)i«  On  a  donc  S  =  'a. 
Dans  la  deuxième  série  A'=  24?  '-t  1  <>iï  obtient  les  quatre  équations 
tjpes  : 

(1,0,  7.i),     (3,  0,8),     i'A,i.l)u     ^î,  1,5),, 

de  sorte  que  2'=  8,  S-i-S'=  10. 

On  verra  dans  un  prochain  article  comment  on  parvient  ensuite 
à  l'expression  (  *  )  : 

D  =  //>»(l  —  ll«)>0(ir)  — 3lM»-r-l()M>«)î 

X  (I  —  Soi  9GoM*-f-  3  )5o  49'"'® —  '-*  ï?^  aSii/-'»  —  1  oya  o'JiGa" 
—  '}.  178  y^y.  /i^o-f-  3  j5o  /|9?.m^»—  3')i  \)^\ou*^-\-  a^^)-. 

Pour  les  valeurs  plus  j»;randes  de  /i,  je  résumerai  les  résultats 
dans  le  Tableau  suivant  : 


(')  Lo  calcul  fail   par  M.  Bourgel  nous  a  amenés  à  modilicr  (|uelqiics-uns  des 
coofficionls  luimériqiios  donnés  par  Ilcrmilc.  h),  P. 
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1     n 

rRKXlÊIIK  SKRIE. 

DEUXIÈME  SÈniE. 

V 

15 

13 

A  =  3 

1 

(a.  ï»3) 

A  =  î) 

A'  =  40 

(i,o,  9),  (2,  i,5)i 

(i,o,4o)(5,o,  8)(4,2,ii), 

1 

(3,o,3), 

(7.  3,  7), 

1 

V   —    - 

S'=  8 

*■           / 

27 

t7 

Am3 

A' =72 

(i,o,  13)3(2,  1,7), 

(i,  0,  72)  (3,  0.  24)  (8,  0,  9),  (4,  2, 19), 

(9.3,9)5(8,4,11), 

A  =  ij 

A' =  16 

! 

(3,  «,H),(4,i,4), 

(1,0, 16)  (2,  0,8)  (4,  2,  5), 

(4, 0, 4), 

VJ 

S  =  8 

S' =  10 

36 

A  =  i5 

A' =88 

(2.i,8),(i,i,',), 

(i,o,88)(8,o.ii\(4.2,  23),(8,4,  i3), 

Ai^  21 

A' =48 

(1,0,21)5(3,0,7)5 

(i,o,48)(.>,o.24)(3.o,  i6)(4,o,i2) 

(2,1,11)5(5,2,6)5 

(6,  0,8)  (7.  1,7)5  (4.2.13),  (8,  4,  8) 

21-^12 

£'=24 

54 

•M 

A  —  K) 

(2,  I,  10) 

A  ^33 

A'=  112 

(,,0,33)5(3,0.1,), 

(1, 0. 1 12)  (2, 0, 5r,)  (4, 0. 28)5  (8. 0.  i4), 

(2,  1,17),  (^  3,  7), 

(7,o.i6)(4,2,29),(ii,3,ii)5(8,'|,i6) 

A  -  i5 

A'  =  I  -îo 

! 

(i,i,8),(4,i,4), 

(i,  0,  ,20)  (3,  0.  40)  (5,  0,  7\)  (8.  0.  i5), 
(11,1,11)5(4,3,31)  (8,4. 17),  (i^G,i3), 

2:  r^i8 

r=36 

01 

■^  1 

A  =  25 

A  =  120 

(1,0,  25)5(2,1,3), 

(1,0,  120)  (3,  0,  40)  (5,  0,  i\)  (8,  0,  ,5), 

(5,  0,  5)5 

(,,,I,,1)5('|,2,32), 

(8,  4,  «7)1  ('2,  6,  i3), 

1 

A  -  5i 

A  =  208 

(2,  1,20)  (6,  3,10) 

(i,  0,  208)  (2,  0,  ïo\)  (4,  0,  52)  (8,  0,  26), 

A  =  15 

(i3,o.  iG) 

1  »,  *^»r  r>)î  ('^y  o«  «^)a  (5,  0,9^5 

(11,1,  29)5(11,-1,29)5(7,3,31)5 

1 

r»,  1,33),  (7,  0,7)5(6,3,9), 

(7.-3,31)5(4.2,53),  (8,4.28), 

(16,8,17),  (i4, 4.  «6)  (»4,- 4. 16) 

A  =  7 

A  =  168 

i 

1 

(2,',1). 

(,,  0,  ,08)  (8,  0.  21),  (3,  0,  56)  (7.  0,  24) 
(i3, 1,13)5  (4,  2.43), 
(8,4,23),  (12,6,17), 

i 

r  =  3i 

S*  -  60 

H 
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VI. 


Une  conât'qiieûce  iiïïporlanLe  des  résultais  précédemment  expc 
ses  €onsUte  en  ce  que  toutes  les  valeurs  de  K*=i:ç"(tii)  qui  font 
acquérir  des  racines  doubles  a  réqualion  modulaire^  représentent 
également  fies  iTitidules  de  fondions  eltipliques  pour  lesquelleïï  a 
lieu  la  mu!  ti  pi  ira  lion  complexe.  Nous  a  vous  vu  en  elFel  que  la 
quantité  (■>  dépendait  de  la  relation 

(A,  B,  C)  étant  une  forme  quadratique  de  déterminant  négatif,  ce 
qui  est  préeisémenl  le  caractère  essentiel  de  €es  modules.  Je  vais 
donc  présenler  à  Tégard  des  équaliims  algébriques  qui  servent  à 
les  déterminer  les  remarques  auxquelles  j'ai  été  uaLurcltemcnt 
amené  par  les  recherches  précédentes,  et  qui  serviront  de  com- 
plément aux  théort?ines  fondamentaux  déjà  donnés  sur  ce  sujet  par 
M.  Kronecker, 

Voici  d'abord  un  choix  particulier  dont  je  conviendrai  pour  les 
formes  destinées  à  représenter  les  diverses  classes  quadratiques  qui 
a|)[>arLiennent  au  même  déterminant.  En  désignant  ces  fonues  jjar 
(Aj  B,  C)  et  faisant  A=  AC  —  U^,  je  supposerai,  ce  quî  est  tou- 
jours possible,  que  C  soil  pair  et  A  impair,  de  sorte  que  dans  le 
groupe  proprement  primitif  {*)  on  aura,  suivant  que 


B  et  '  G  inipairii; 


A  ^  1  (  mad  4  )f 
à  =  ■i(mod4)f 
1  =  —  I (mod  t),     B  impair  et  C  multiple  de  4- 


B  pair  et  -  C  impair; 


Kn  second  lieu,  cl  pour  ce  qui  concerne  le  groupe  impropre- 
ment primitif,  il  ne  sera  posé  aucune  condition  lorsque  A  ^  î 
(mod  8)  ;  mais,  dans  le  cas  de  A  =  —  i  (  mod  8),  nous  prendrons  C 
tm|>airemeut  pair.  Les  formes  ainsi  choisies,  et  que  nous  garde- 
rons désormais  pour  représenter  les  classes,  jouissent  decetle  pro- 


(I)  Comptes  tendtii^  p.  g47  ^^  S  '  ^^  pr^^eiu  ^lé moire. 
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j»ri«'lê  de  conserver  les  mêmes  caractères  dans  toutes  leurs  trans- 
foniirt^s  par  des  substitutions  au  déterminant  ///«,  jc  =  aX  -h  ^Y, 
K— yV-i-oY,  où  j3  est  pair,  a  et  o  impairs.  Cela  posé,  si  Ton 
«Irlrrinine  o  on  faisant 

A  w-  •+-  '?.  B  (o  -;-  G  =  o, 

•  A,  B.  C)  représentant  successivement  toutes  les  classes  du  groupe 
(iropremenl  primitif  et  de  même  déterminant  —  A,  les  diverses 
quantités  x  =  ?*(to)  seront  racines  d'une  équation  qui  sera  réci- 
|>roque,  dont  le  degré  sera  double  du  nombre  des  classes  et  dont 
les  coeflîcients  seront  entiers,  en  supposant  celui  de  la  puissance 
ïd  plus  élevée  de  x  égal  à  l'unité. 

tn  second  lieu,  et  à  l'égard  du  groupe  improprement  primitif, 
«•n  obtiendra  comme  précédemment  une  équation  réciproque  dont 
If  iïe^prv  sera  encore  le  double  du  nombre  des  classes,  mais  avec 
fine  puissance  de  2  pour  coeflîcient  du  premier  terme  lorsque 
A—  —  I  (mod  8).  Enfin,  si  Ton  suppose  A  ^  3  (mod  8),  le  degré 
M'ra  nÎx  fois  le  nombre  des  classes,  et  tous  les  coefficienls  entiers, 
relui  du  premier  terme  étant  l'uni  te. 

\  oici  maintenant  la  méthode  par  laquelle  on  peut  obtenir  ces 
équations  dans  tous  les  cas. 


Vil. 


r.onvenons.  pour  mettre  en  évidence  le  délcrminant  des  formes 
•lUddratiqiies  dont  elles  dépendent  principalement,  de  les  désigner 

l'^  (j\  A)  =  o         lorsque         Ai—  i  (  inoil  î  ), 
F,<  .r,  A )  =  o         lorsque         A  _-  ^(mod  \  ), 

le  ;:rou(>e  proprement  primitif  existant  seul  pour  ces  deux  déter- 
minants. Dans  les  cas  suivants,  ce  sont  les  équations  qui  répondent 
.•ii\  formes  du  groupe  improprement  primitif  qu'il  convient  de 
«  •»n>idérer,  et  nous  les  désignerons  par 

,T,(:r,  Al  — n         lorsque         A  n=  3 (mod 8), 
,Tj(.r.  A)r=o         lorsque         A  e-= — i(inod8). 

*^la  po-ié,  soit  Bi  i",  li )  --^  o  Téipiation  modulaire  pour  la  transfor- 
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in.uion  qui  se  rapporte  à  un  nombre  impair/?  quelconque.  Enjoi- 
gnant à  cette  équation  celles-ci  : 


I 


I  — i>^ 


U^=  X, 


inZ=     Xy 


f/*  =  I  —  X, 


c»n  en  déduira  quatre  équations  en  .r,  dont  les  premiers  membres 
présenteront  cette  propriété  remarquable  d'être  le  produit  de  fac- 
teurs qui  seront  respectivement  de  la  forme  : 

F|  «  j-,  A  »  '  /  2 /i  —  I .  a /i  —  9,  2 /i  —  ai,  ... , 


Fs(.r,  A.  /  ^   ^  ^  \ 


F^l-r,  Aif  12/1,  2/1  —  i,  2n — ifi,  ..., 

^  A  u\ai)t  tes  \ulcur$  < 

i/i—  I,  4/1  — 9,  4/t  —  23,  ..., 

8/1—1,8/1  —  9,  8/1  —  25,  .... 


■j"        .Ti(>,  A»  i 

4"  .r  ri  J,(r,  A)    ' 


Il  en  résulte  que  les  poljnomes  Vt{x,  A\  l'a^^,  A),  ef  i  (x,  A), 
.^2(x,  A)  s'obtiennent  en  déterminant  le  plus  grand  commun  divi- 
scMir  entre  les  premiers  membres  de  deux  des  équations  que  nous 
\enons  déconsidérer,  et  répondant  à  deux  valeurs  de/î,  qui  seront 
surcessiNement  : 


•> 
A  -^-  s^ 

A—  s* 

A-^  3* 


•À 
4 


z  et  ;:'  èlani  impairs; 
z  et  p'  étant  pairs; 


-       .  A-hs^  ,   .  .         . 

Jo  — - — 9     ;-^— ,      5  Cl  z  étant  impairs; 

^  I 

A--: 


p  et  p  étant  impairs. 

N'oici  ensuite  comment,  sans  cbanger  leurdej^ré,  on  déduira  des 
deux  équations  J»,  {x,  1)  =rz  o,  fîjl''*  -^^  =  o,  qui  se  rapportent  au 
j;roupe  improprement  primitif,  celles  ipii  correspondent  au  groupe 
proprement  primitif.   Dans  les  deux  cas  on  calculera  d'abord  la 

lran>formée  de  ilegré  sous-doublc  en  ::  =::  -  (  ^  -h  '.i  -J — ■  )  »  puis  on 
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fPtmpiScer^  5  par  {  '^'  )  ?  ^^  q^i!  ramènera  au  degr*^  primitif  {*)* 
Eotiii.  pour  passer  des  éqoaùoiis  rcblives  ati  dëlerminnnl  —  Ait 
cellrs  qui  conrernenl  le  dêlerminiint  —  fi,  tm  fera  dans  Téqua- 
Ijdii  qui  apparltenl  au  groupe  proprement  primilif  de  formes  de 
tlclertiiinanl  ^  A  la  siibstiLulîoa 


4\/r 


si  Von  représenle  les  classes  de  dêlerminaiit  — 4-^»  dont  1l\s 
t%  termes  ne  î^unl  pas  pairs   en  même  temps ^  par  des  formes 
•  \,  B,  Cl,  où  C  soit  pair,  A  impair,  en  posant 

iV  Ui'  +  2  B  W  -4-  C  =  o, 

l^r»  quantités  s^uii)  seront  précisément  les  racines  de  l'équation 
cnjr.  Elle  est  d 'ni Heurs  évidemment  d'un  de;^ré  double  de  Téquii- 
lîon  en  j",  de  m  Ame  que  le  nombre  des  classes  de  tlé  termina  ni 
—  4A^  4uut  il  vient  ti'élrc  rpjestion^  est  double  du  nombre  des 
classrs  de  déterminant  —  A*  L'application  plusieurs  fois  répétée 
rc  procédi^  suffirait  à  donner  les  équations  qui  se  rapportent 
déiermînùnls  multiples  d'une  puissance  de  4*  Mais  ici  il  con- 
mnt  de  tliâlitiguer  ceux  qui  sont  le  quadruple  d'un  nombre 
impair  de  eeii^  qui  sont  multiples  de  8.  C^ast  aux  premiers  que 
f*9ppl]qiie  spécialement  la  méthode  qui  vient  d'être  indiquée;  et 
dfin'iid^-int  les  équations  L|ui  leur  correspondent  seront  désignées 
par  FsiT.  A)=^D,  En  représentant  par  F((^,  A)  =  o  celles  qui 
cxmcemr-tit  b*s  déterminants  mubîples  de  H,  on  a  en  efl'et  cette 
puifinsition  que  le  premier  membre  de  Téquatioii  vi\  ^  qui  résulter 

pi I 

ëii',  n  )  =  o ,         u*=  — t         «*  =  jr , 

■  t'*-h  I 

ic  it  ceux  qui  ont  été  considérés  tout  à  F  heure,  est  le  pn»- 
dyit  de  faclçurs  de  la  forme  F^(.r,  A),  A  prenant  la  suite  tics 
valeur»  .<(/î  —  i )*  4<  '*  —  {}}t  i(^  —  ^^)^  etc.  Je  n^insiste  pïis  eu  ce 
fooatrnf  Atir  les  conséquences  a  déduire  dp  !ii,  non  [dus  que  sur 


(*}  Ce  caleyl  présente,  A  regard  de  Téqualion  ^^(j^^  à)  =  a«  la  cjreonstânct 
féiMf^naltU  que  li*  roerfifrient  de  b  puîssai^ce  la  ptufi  dlevt^e  de  x^  qui  élitit  une 
J^iiHÉorf  dr  i,  devient  duns  réijiiiition  Irsufi^formi^e  L'gal  a  riiniti^* 


0^.  Oe  IVRES    DE    CHARLES    H  ERMITE. 

rxr<'|)lions  cî-dcssus  nienlionnées  de  A  =  i,  A==2.  S'il  se  réduit 
à  deux,  a  sera  un  nombre  entier,  qu^on  pourra  calculer  comme  il 
suit  : 

1"  A  —  I         (inod  fi). 

Les  deux  classes  sont  alors  représentées  par  les  formes  réduites 

(I,  o.  A),  (  2,    I,   —^J* 

ri  la  première  donne  l'équation 

(I,  o,  A),  =  o, 
d'où 

(0  =  1-1-  i  ^Â . 

II  suffit  donc  d'exprimer  que 

(x  -^  t  y*  -\-  (xar(.r  —  i)2  =  o 
a  liru  pour 

ce  (pii  donne,  en  faisant  </  =  e'^^, 

i6a  =  —  (  — r-io4-4-î  372  9^  -{-96aj6<7'  -4-, . .  |, 
et  par  suite  comme,  d'après  la  valeur  de  co,  q  =  —  e'"'^^^ 


Or  depuis  A  =  9,  on  peut  se  borner  aux  deux  premiers  termes  de 
cette  suite,  et,  si  l'on  désigne  par  a  le  nombre  entier  immédiate- 
ment supérieur  à  c'^^^,  on  aura  exactement 

a  —  io4 

Les  déterminants,  qui  ne  donnent  ainsi  que  deux  classes  dans 

Tordre  primitif  et  auxquels  on   pourra  appliquer  cette  formule, 

sont 

—  5,     — <),     —  r3,     — 25,     —37,     etc. 

Par  la  mctiiode  algébrique  indiquée  dans  un  précédent  article 
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'  voyez  Comptes  rendus,  l.  XLVIII,  p.  io()7  el  §  Vil  du  présenl 
Mémoire),  on  obtient  les  résultats  suivants  que  Temploi  de  la  for- 
mule pourra  servir  à  vérifier,  savoir  : 

{  j- -^  i)^  ~ 'X^x  (X— i)*  =  ()  A  =  5, 

l-r -:- I  )'• -7- :5.-2'j-       (X— i)-  =  o  A  =  9, 

{JT-^l)'*  —  V.'l^T       (X  — I)*  — o  A=i3, 

(jr  -•-  i)»  -~  ').'i^.jL'x(jr  —  i)«  =  o  A  =  a3. 

■i*  1    -r'i        { mod  4  ). 

I^sdeux  classes,  qu'on  suppose  seules  exister,  sont  représentées 
|ur  les  formes 

0,  o,  A),  (  7,  o,  -  A  j; 

u  Id  première  correspond  la  valeur 

M  =  i  v^A, 
«I  où 

el.  tout  à  fait  comme  précédemment,  on  est  conduit  à  l'expression 
i(»a  =  —  (  e'^v^  -H  loî  -^  ^—^ — h  ^ =  -^...  ). 

Kn  désignant  encore  par  a  le  nomljre  entier  immédiatcMnent  su- 
périeur à  e^\^-^,  on  aura  la  formule 

a  -T-  lo-î 

a  = —  y 

ib 

•|iii  >fra  applicable  à  partir  de  A  =  lo. 

L«»s  déterminants  qui  ne  fournissent  que  deux  classes  dans  Tordre 
primitif  seront 

—  r»,     — lo,     — i8,     —  viv».,     —  jS,     eic; 

•i  on  les  joint  aux  précédents,  ainsi  qu'à  ceux  dont  il  a  déjà  été 
'pitf^slion  à  propos  du  poljnome  .f  i  (j?.  A),  on  aura  autant  de  ras 
fïéïia  lesquels  la  quantité  e"^^^  approche  d'autant  plus  d'un  nombre 
'^nfierque  A  sera  plus  grand;  ainsi,  par  exemple,  dans  la  quantité 
rr.\/Tê  la  partie  décimale  commence  par  neuf  chiffres  égaux  à  9. 
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V^oici  les  équations  auxquelles  on  parvient,  comme  on  va  le  voir, 
par  la  méthode  algébrique  générale,  savoir  : 

x^  —  <)x  -i-  I  =  o  A  =    u, 

(jr-M)^  — 3*.2^J7       (;r  — i)«  =  o  A=    Ck 

(x-^i)^ —  )'.2'..r       (X  —  I  )«  =  o  A  =  lo, 

'(x  -1-1)*  —  7».'2^.r       {X-  -  1)5  ~  o  A  ~  i8, 

{X  -hi)'*  —  I  i'.'i*.2*.i.(  J"  —  I)*  =  o  A  =  1?.. 

On  remarquera  que  le  coeffîcicnl  numérique  —  a  est  toujours 
un  carré  divisible  par  A,  sauf  le  cas  du  déterminant  —  i8,  le  seul 
<[ui,  n'étant  pas  le  double  d'un  nombre  premier,  ne  renferme  ce- 
pendant que  deux  classes  dans  Tordre  primitif.  Alais,  lorsqu'on  a 
A^  I  (mod4))  c'est  la  quantité  a+  i(i  qui  contient  A  en  facteur 
lorsqu'il  est  un  nombre  premier,  et  le  quotient  — - —  se  présente 
toujours  comme  égal  à  un  carré.  La  même  circonstance  se  re- 
marque dans  les  équations 

(  x^  —  X  -~  i  )'  -h  «-(  x'  —  x)^  =  o  ; 

à  l'égard  de  la  quantité  /\7.  -\-  2r  (*),  qui  est  également  le  produit 
de  A  par  un  carré,  lorsque  A  est  un  nombre  premier. 


Le  calcul  des  polynômes  F|(x,  A)  et  Fo(j7,  A)  repose,  comme  il 
a  été  dit,  sur  la  formation  de  l'équation  qui  résulte  du  système 


e(t',  ii)  =  o,       u^  =  -^ 


ou 


v* 
H(r,  u)  =  o,         u*  --  — 


r*  -^  i 


(«)  L'idontilê 
/,  [{X-  —  X  -r-  ly  -\-  aL{x'  —  X)-]  =  {  J  J7'  -  3  j:-  —  3  J7  -h  i  )=  4-  (  'i a  -I- 1^7 ){x'  —  x)* 

en  inontrr  l*uri;^inc  et  donne  en  même  temps  une  résolution  facile  des  ê(|ualioDS 
^^{x,  A)  —  O,  lorsqu'elles  sont  du  6*  degré. 


A 

=  2 

(  iiiod  ^4  ), 

2, 

6 

6, 

lO 

»o, 

i4 

6, 

i8, 

7/Jt 

10, 

9/2, 

26 

i8. 

3o, 

34 

'^y 

XI, 

:M,    3 
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fn  faisant  w*  =  ^  (  »  ).  Les  quanlilcs  A,  qui  répondenl  dans  les  deux 
cas  aux  valeurs  de  n  pour  lesquelles  on  possède  Téquallon  modu- 
Uiiv,  sont  indiquées  dans  ce  Tableau  : 

n.  A  =  1  (mod  4). 

i  5 

^  1,9 

7  5,  i3 

Il  i3,  21 

lî  I,  17,     'ij 

17  9,  ij,     3i 

19  13,  9.7,     39                  2,     2-2,     34,     38 

On  y  remarque  que  n  =  11  conduit  à  trois  déterminants 
=  3  (mod  4)?  auxquels  correspondent  seulement  deux  classes 
dans  l'ordre  primitif,  le  déterminant  —  18  fournissant  en  outre  une 
classe  dérivée  de  (i,  o,  2).  Ce  cas  donnera  donc  les  polynômes 
F2<jr.  A)  pour  les  valeurs  A  =  2,  6,  18,  22,  et  nous  le  choisirons 
comme  exemple  de  la  marche  qu'on  peut  suivre  dans  ce  genre  do 
calcul. 

J'observe  à  cet  eflet  qu'en  disposant  dans  un  ordre  convenable 
les  termes  de  Tcqualion  donnée  par  M.  Sohnke,  on  peut  l'écrire 

-^  4i"'t*Vr^  — «*^)-H  3  2r»»t'»«  -  -  22  wH'3(  i>« -h  a» ) -f- 88 m» r'^ 
—  1 32  w' r'  —  1 32  a*  r*  —  88  m'  i^'  -h  22  tw  ( r'  -+-  ie«  )  —  32 itv  =  o. . 

'»u  bien,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  r*  —  n\ 

,  t  V  ||i  ,  (  fi  _^_  ,^9  _|_  ^^  ,^6  çB  _^  ,  (\{\  11^  ,,4  _^  ^  j  ni  j,î  ) 

—     >7.M«U'»1  — 22M't''(t'*  -I-  a")  -h  88M«t'«-f-  l32M"t'" 

—  1 32  w*  iJ*  —  88  a'  i'5  -+-  22  MiJ  (  t^*  -h  a»  )  —  32  i/r  =  o. 


'  j  L^  système 


e  " 

eci».  M)  —  o,      V  =  - 


•li.on*-  aussi  une  équation  en  j:  dont  \c  premier  membre  est  le  produit  de  facteurs 
j-n  ^rit  tous  de  la  f<>rme  F, (or,  A)  ou  l\{Xj  A).  Le  premier  casa  lieu  lorsque  le 
B'.ru^r»-  /ï,  <|ui  désigne  l'ordre  de  la  transformation  à  la([uellc  se  rapporte  l'équa- 
II  .n  ni'>dul;4ire.  est  ■- j.  i  (mod  '|),  et  alors 

A  =  «  -  -  û\ 

:  'ijrit  imp;iir.  Si  nr^  —  \  (mod  /j  ),  oe  sont  les  facteurs  l\(x,  A)  qui  se  présenteni, 
Artanl  encore-  /t  —  p',  mais  p  devant  «Mre  supposé  pair. 
H.  —   II. 


OC)  CIEL' vu  ES    DK    TIIAKLKS    IIERMITE. 

Or  en  (iusanl  //c  =  «r,  la  relation 

r*  -h  I 
OU 

u^  r*  4-  «^  -}-  ( '♦  —  I  =  o, 
donne 

r*  H-  //^  =  I  —  «'♦, 

(;8  f/8  :r=   I  ^  «!•'»  -f-  i»»«^ 

de  sorte  qu'on  peut  immédiatement  déduire  de  l'équation  modu- 
laire une  relation  eontenant  seulement  (v,  savoir  : 


-~  lOilM  <»'*"  -H  I  I  tr*  -t-  •>.2«"''  —  2*2  il'*  —  1  !  ««•-  —  I)  =  o. 

Or,  en  faisant  disparaître  le  radical  on  parvient  à  une  équation 
réciproque  eu  ir-,  ce  qui  conduit  à  poser 

et  l'on  trouve  ainsi 
ou 

Z(Z  -•-  ^  )^i  Z  —  •>.0)i  Z'-^  192)  =r=  o. 

Maintenant  uous  observerons  (|u'en  faisant //*  =  x,  on  a 

—   \   —\/t  ^  .  \  Cj^-+-  !)« 


\-r-yJx  "'*  v^r(^  — 1) 

Ainsi  Texpressiou  — '■ dont  il  a  été  déjà  parlé  comme  en- 

trant  essentiellement  dans  la  composition  des  équations  que  nous 
Nouions  obtenir,  se  présente  ici  d'elle-même,  et,  puisque 

«r* 
la  quantité  a  sera  liée  à  z  par  cette  relation  très  simple 

at=-(5«-4)*. 
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li  en  résulte  que  Tcquation  en  x  est  le  produit  des  facleiirs  sui- 
\,ints  : 

kj:  -t-  I)*  —  i^r{x  —  I)*,         [ix  -h  1)*  —  3». i^x{x  — 1)«]>, 

II 

( j-  -+- 1)*  —  11». 3*. •>>j?(>  —  i)*, 

If  dernier,  qui  répond  à  la  valeur  la  plus  élevée  de  A,  étant  le  seul 
qui  n'enlre  pas  au  carré,  car 

{x  -k-  i)^  --  '>>x(x—  1)*  =  (>î  — 6ar-i-i)». 

tl,  comme  ils  sont  écrits  en  suivant  l'ordre  des  valeurs  croissantes 
lie  la  quantité  a,  ils  correspondent  respectivement  à  A  =  2,6,  i8,  22, 
puisque,  abstraction  faite  du  signe,  a  augmente  avec  A  d'après  la 
relation 

lOa  =  —  (e^v'3^-+-  loi  -!-...). 


XI. 


Ix  polynôme  ^i{jr^  A),  dans  le  cas  le  plus  simple  où  l'on  a 
A=-,  s'ohtient  immédiatement  par  les  équations  fondamentales 

U^  =  7-r-9  «*  =  I  —  X, 

en  «supposant  r  =  //,  et  supprimant  dans  le  résultat  le  facteur  x. 
On  trouve  ainsi  Téquation 

iGor*  —  3i  X  --  ifi  =  o. 

Pour  les  \aleurs  suivantes  de  A,  le  calcul  devient  plus  difficile,  et 
cV>i  m  recourant  à  des  méthodes  particulières  que  le  P.  Joubert, 
ddn*'  un  travail  important  sur  le  discriminant  des  équations  en 

{   =(M'  et  \  =  (Tr\ 

4  réu>»i  a  obtenir  ces  polynômes  pour  A  =  i5,  23,  3i.  Je  me  bor- 
nerai H  donner  l'idée  de  ces  procédés  et  des  méthodes  variées  qu'on 
fi^ul  suivre  dans  ces  recherches  en  considérant  le  cas  de  A  =  1 3. 
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Alors  on  a,  dans  Tordre  improprement  primitif,  deux  formes 
conduisant  aux  équations  tjpes 

(2,  1,  8)1  =  o,        (4,  I,  4)i  =  o; 

et,  si  Ton  fait  pour  un  instant 

(î,    I,    4)  =  0         ou         2  tO»  -r- W -i-  A  =  O         Cl         Ç  =  ?*(««>)  ^t**  (w  ), 

on  trouvera  très  aisément  Téquation  en  Ç,  en  remarquant  qu^on 
peut  écrire 

u  w  -f-  i  = * 

d'où 

et,  par  suite,  en  élevant  à  la  puissance  quatrième, 

•.».  4'*  (  w  )     ~"   n-  o*  (  to  / 
Comme  on  a  d^lilIeurs 

on  trouvera 


ce  qui  donne 

Le  facteur  du  second  degré  convicMil  seul,  cl  Ton  en  lire  l'équa- 
tion en  .r,  en  reinanjuant  (prou  doit  supposer 

X  =  G*(  (0  ~  I  )  =  ' —  - 


o"(  O))  —  I 

de  sorte  qu'on  aura 

?'  =  — ^. 

et,  par  suile, 

'i^(x  —  !)*-+-  f^.fi'xix  —  I)*  -l-.r-  =  o. 

(]eUe  équation,  conformément  à  ce  qu'on  a  dit  en  g;énéral,  a 
pour  coefHcienl  de  .r*  une  puissance  de  2,  et  la  forme  particulière 
sous  la(|uelle  elle  se  présente  permettra  d'en  déduire  très  facile- 
ment la  transformée,  qui  correspond   à  l'ordre  proprement  pri- 
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milif  (•),  savoir  : 

{X  —  l)*  -t-  2*. 4737(37  —  l)î  -h  'JL^^X*  =  0, 

a  de  vérifier  ainsi  que  dans  celle  Iransformée  le  coefficient  de  la 
puissance  de  x  redevient  égal  à  l'unité. 


xir. 

Nous  possédons  maintenant  tous  les  éléments  qui  figurent  dans 
le  «iisrriminanl  de  l'équation  modulaire  du  i?/  degré,  qui  sont  les 
f^clpurs  relatifs  à  l'ordre  improprement  primitif  de  déterminant 
—  7,  et  à  Tordre  primitif  de  déterminant  —  24.  Le  premier,  comme 
i*n  vient  de  le  trouver,  est  16^-  —  3i  a:  -{-  16,  Le  second  doit  être 
tiré  de  Téquation 

fx  -H  I)*—  3*.9}x(x—  i)«  =  0, 

(|ui  correspond  au  déterminant  —  6,  en  y  remplaçant  a:  par 

I        j-  -i-  I 

7^  ' 


2 


W^ 


el  faisant  disparaître  y/x  par  l'élévation  au  carré.  On  trouve  ainsi 
l'expression 

j-^  —  3i)i  cjfnyx'  -h  *i  Yh)  \ç)'ix^  —  2  178  232 a:*  —  1  092  o'iGx* 

—  2  178  2'i2x3  -h  'i  5  )0  492372  —  3oi  960 j*  -f-  I  =  o; 

tf  qui  conduit  au   résultat  déjà  donné,  et  qu'il  eût  été  bien  diffi- 

•  ile.  comme  on  voit,  de  tirer  algébriquement  de  Téquation  niodu- 
liirr.   Il  ne  me  reste  plus,  pour  terminer  celte  partie  de  mes  rc- 

*  li»'n:lM»>,  qu'à  indiquer  un  moyen  de  le  vérifier,  ce  (jui  sera  Tobjet 
<i  un  pr.>rliain  article. 


XIII. 


Lfi  drsj^iiant    [)ar  l)  le   produit  don  carrés  des  difiérenccs  des 
li' in**'»  «le  l'équation  modulaire  H(i\  u)  =  o  de  degré  n  -\-  i ,  lors- 

)       Vmv^-jc  Comptes  rendux,  t.  XLVIII,  p.  kkjS  cl  J^  Vil  du  f)r('S(iil  Mrmoirc. 
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qu'on  suppose  n  un  nombre  premier,  faisons,  pour  un  instant. 


Cetle  expression  sera  non  seulement  rationnelle  et  entière  en  //, 
puisque  D  est  un  carré  parfait,  mais  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  u  seront  eux-mêmes  dos  nombres  entiers.  Or,  en 
remplaçant  ces  puissances  par  leurs  expressions  [sous  forme  de 
séries  infinies  en  fonction  de  ^r  =  e'^*«»,  on  parvient  à  un  résultat 
dont  la  valeur,  par  rapport  au  module  premier  /i,  s'obtient  comme 
il  suit. 
Faisons 

(  I  —  <7;(i -h  7-»  j(i -r- <7*). . .  ^         ^  '  '  ^ 

et,  par  conséquent, 

on  aura  cette  congruence 

(0  ^  •>-"^(/iv/7)~*"[/(7)H-8t7/V/)]~  [/(^)-  (J) ç'^Ar')  I  n^oJ«» 

dans  laquelle  le  coefficient  de  la  puissance  la  moins  élevée  de  q  a 
été  conservé  sans  addition  ni  suppression  de  multiples  de  /ï,  ce 
qui  permet  de  déleruiiner  le  facteur  numérique  qui  doit  être  joint 
aux  divers  polynômes  en  w,  que  maintenant  nous  connaissons  dans 
1rs  cas  de  n  =  ',\,  5,  7,  11,  afin  d'obtenir  précisément  la  valeur 
de  (0.  Ce  facteur,  comme  on  voit,  est  toujours  une  puissance  de  2; 
ainsi,  dans  le  cas  de  /?  =  1  1 ,  on  aura 

(0  T=  >.î6«6(i_,4H)S(,o_  :{,  ,^8_u,fHtt«)(i  — 3oi  960  «I»  -4-...). 

On  pourrait  aussi  présenter  le  second  membre  de  la  congruence 
précédente  sous  cette  autre  forme 


W«        1 

9.     * 


mais  c'est  la  première  (ju'il  convient  d'employer  pour  vérifier, 
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^-ùiHiue  uous  Favons  annoncé,  le  discriminant  de  Téqnalion  modu- 
laire du  douzième  degré.  Je  remarque  à  col.  cHct  que  le  polynôme 

I  —  3oi  960  w«  -T-  3  5ÎG  40'^.w*°  -^. . . 

^  réduil  suivant  le  module  i  i  à  cette  expression  simple 

I  -h  w'  —  M*^  —  m'*  —  u'*^  -^  n^^'  --  u^* 

et  qu'on  trou\era  par  suite 

0      -  //•,i-r-:W«»— 3l42*  —  3/««i  -T-  f/VO  _!_...)       (,„o(I   n). 

Maintenant,  si  l'on  met  à  la  place  des  diverses  puissances  de  u 
leurs  dé\eloppemenls  en  fondions  de  y,  il  viendra 

V^  __  1,/iïv  qf  {\  —  '?q  -T-  \q^  -r-  3y3  -}-  47^-^   ^7*  "H.  .  .)• 

Or,  c'est  précisément  le  résultat  auquel  conduit  la  congruence,  en 
faisant  les  développeuients  indiqués,  d'oii  résulte  la  vérification 
que  nous  désirions  obtenir. 


XIV. 


C'/est  à  ce  point  que  je  me  suis  arrêté  jusqu'ici  dans  l'élude  des 
rqiiations  modulaires,  et  il  ne  m<»  reste  plus,  on  considérant  on 
fMrticiilier  celles  du  sixième,  du  huitième  el  du  <louzième  degrc'*, 
qu'à  donner  la  méthode  (pie  j'ai  suivie  pour  on  déduire  dos  réduites 
«l'iin  tlt'^rv  iiioin<lre  d'une  unité.  Galois,  ain?»i  que  je  l'ai  déjà  dit 
III  roinincncement  <le  ces  recherches,  a  le  premier  découvert  lo 
fait  si  reriiarqiiahle  de  cette  réduction,  au  douhlo  |)oint  de  vue  i\v 
\a  théorio  des  fonctions  elliptiques  et  de  T  VIgèhre,  et  voici,  dans 
><•%  idée.s,  le  théorème  qui  sert  de  principe  fondamental. 

Reiiiarqiions  préalablement  que  los  racines  de  l'équation  modti- 
iiiirr  sont  représentées  par 

i-  =  //"  [ï^in  coani^p  si  11  coam  îp. . .  sin  voau\( n  —  1  )  >  |i 

fh  fdi>ant 

///  K  -»-  //<'  /K' 

p  = » 
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OÙ  m  et  m'  sont  deux  nombres  enliers  qu'on  peut  multiplier  par 
un  même  facteur  sans  changer  la  valeur  de  v.  lien  résulte  que  c'est 
uniquement  le  rapport  — -  qui  défînit  chaque  racine,  et,  comme  les 
deux  termes  sont  pris  suivant  le  module  /i,  il  reçoit  d'une  part  la 
valeur  x  pour  m  ^  o,  et  de  l'autre  la  série  des  n  nombres  entiers 
o,  I,  î>.,  ...,  n  —  I.  On  est  donc  conduit  naturellement,  pour  re- 
présenter les  racines  de  l'équation  modulaire,  à  la  notation  Vky 
/i  désignant  —  et  devant  représenter  les  /i -f- 1  valeurs  00,0,  1, 
:4,  . . .,  n  —  I .  Cela  posé,  voici  la  proposition  de  Galois  : 

Toute  fonction  rationnelle  non  symétrique  des  racines  Vk 
qui  ne  change  pas  en   reniplaraiU  les  divers  indices  k  par 

—, jf  a,  b.  c,  d  étant  des  nombres  entiers  pris  suivant  le  nia- 

du  le  n  et  le  déterminant  ad  —  cb  n  étant  pas  ^o  (*),  sera 
exprimable  en  fonction  rationnelle  de  u  (•*). 

J'ajouterai  la  remarque  que  ce  théorème  subsiste  en  particulari- 
sant la  substitution  -7 — -3,  de  manière  que  ad — bc  soit  résidu 
(|ua(h^atique  de  //,  pourvu  qu'on  s'adjoigne  le  radical 


\/i-^r 


i 
/i. 


Tel  est,  par  exemple,  le  produit  des  dilFérences  des   racines 
ïl{vf(  —  i*A'),   qui    change  de  signe  ou  se   reproduit   exactement, 

lorsqu'en  remplaçant  /'  par  —^ .y  ad —  bc  est  non  résidu  ou  ré- 
sidu quadratique  de  //,  et  qui  s'exprime,  comme  on  l'a  vu  au  pa- 
ragra|)lie  Xlll,  par  une  fonction  rationnelle  de  u  a  coefficients  en- 
tiers, mais  affectée  du  facteur 


vA 


(-1)  *  /I. 

Kn  rlleU  nommjint  V  et  V  les  deux  \aleurs  (|ue  peut  prendre  une 


(•)  M.  SriToi  a  fait  des  siibslilulions  <lc  rrUc  fornio  l'objet  de  ses  recherriies 
dans  plusieurs  ailicles  publiés  dans  los  (^omptos  renfiitSy  t.  XLVIÎI,  si^anccs  des 
10,  I-,  vi   »|  janvier  i >».);). 

(-)  L'iir  dcnioiisi ration  de  ce.  liiôorriiu'  important  a  étô  donnée  par  le  I*.  Jou- 
bcrl  dans  un  tra\ail  cpH*  j'ai  déjà  <Mlé  {(^oni/ties  rem/us,  t.  XLVl,  p.  718). 
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fuorlion  rationnelle  des  racines  invariable  par  les  substitutions  où 
ad —  bc  est  résidu,  les  deux  expressions  F  -h  F',  =r- — — reste- 
ront invariables  pour  la  totalité  des  substitutions,  et  s'exprime- 
ront rationnellement  en  u^  d'après  la  proposition  de  Galois;  il  en 
résulte  que  F  et  F'  s'exprimeront  elles-mêmes  sous  la  forme  an- 
Doncée. 

Ce  point  essentiel  établi,  la  question  de  l'abaissement  des  équa- 
tions modulaires  à  un  degré  moindre  d'une  unité  dépend  d'une 

étude  plus  approfondie  des  substitutions    ,        .>  et  dont  quelques 

Inces  seulement  subsistent  dans  ce  qui  nous  a  été  conservé  des 
travaux  de  Galois.  C'est  en  suivant  la  voie  qu'elles  indiquent  que 
M.  Belli  a  retrouvé  Timportante  proposition  relative  aux  équations 
tiu  sixi«fme«  du  huitième  et  du  douzième  degré,  et  l'extrait  suivant 
dune  Lettre  que  m'a  fait  Thonneur  de  m'adresser  ce  savant  géo- 
mHre  montrera  comment  de  cette  manière  se  présentent  les  résul- 
lJl>  auxquels  de  mon  coté  je  parvenais  par  une  méthode  toute 
dilîérente  : 

«  Pise,  24  mars  iSjq. 

•  Dans  un  Mémoire  Sopra  Vabassanicnto  delV  equazioni  mo- 
duliri,  publié  en  iS'i-^  dans  les  Annali  di  TorloUni,  j'ai  fait 
r/*lnde  des  substitution» 

ak  -H  b 
ck'—d' 

[rtHir  démontrer  la  possibilité  de  l'abaissement  des  équations  mo- 
•JuUire?.  et  j'di  obtenu  les  résultats  que  \ous  me  communiquez 
■i-«n«»  \otre  Lettre. 

\  oiri  pour  le  module  [iremier  n  =^  \p  -^Z  les  expressions 
'\n''  j'hÏ  tr*Mi\ée>  alors  pour  la  décomposition  en  n  groupes  du 
jr»ijpf  i|f»nt  toutes  les  substitutions  sont  données  par  la  forme  (i  ) 
.,,.  //./  —  Ih:  e*t  résidu  de  //. 

>î  i'  #-.1  un*'  racine  primiti\e  de  n.  jouissant  de  cette  pro- 
\''.\'  \*'  qii«*.  11  —  I  éi;int  ré>idu  de  n.  les  puissances  impaires  <C/*  — 2 
i-    -  \»Tih«'iit  \a  <  oni'rn#-ne<' 
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(ce  qui  n'arrive  i\iw  pour  /i  =i  -,  i  i),  on  aura,  si  l'on  fail 

un  jçroupe  [/r,  0(  A  )]  de  ; subslitutions  de  la  forme  (i) 

telles,  qu'en  faisant  sur  ce  {groupe  les  suhslilulions  (/',  A* -f-  ')  on 
obtient  n  groupes,  dont  Fensenible  est  le  groupe  proposé. 

»  Or  si  /?  =  ^  on  a  deux  racines  primitives  ^  ==  3,  xr  =  5  ;  5  —  i 
est  rcsi<iu  de  7  et  les  <leux  puissances  impaires  de  5  inférieures  à  5, 
c'est-à-dire  5,  ;V*  \ériricnt  la  congruence 

(  2  J-*  4-  •>.  .r  —  I  )  (  i  U7»  -+-  X  -  ;-  I V  =  o         (  mod  7  ). 

»  Donc,  lorsque  n  =  'j,  on  a  deux  systèmes  de  valeurs  pour 
^(Â),  à  savoir  : 

^  , ,  A-  —  '\h  A-  —  h  ,       —  a 

en  prenant  ^  =  .'>,  et 

c  /  / ,  A  -h\h  A  -i-  b  ,       —  fi 

'  A  -\-  ô  A    \-'ib  A 

en  prenant  ^  =  5,  (f  cl  h  désignant  des  résidus  de  7. 

)>  Si  /i  =  1 1 ,  on  a  quatre  racines  primitives  :  !>.,  (i,  7,  8;  2  —  1  est 
résidu  de  i  1  et  les  puissances  de  >,  impair<>s  et  inférieures  à  (),  vé- 
rifient la  cf)ngruence 

(.\T'  — 6.r  -:-!)(  /\X'  —  '\.t'    -  I)  —  0         (  inod  1 1  ». 

De  mcme,  ()  —  1  <»st  résiilu  de  1  1  et  les  |)uissances  de  6  impaires  et 
infi'ricures  à  ()  vérifient  la  congruence 

(3.r« -h  >.J™ -;- i)(  3.r*    -\.r-r-i).    o         (niodii). 

»  Or,  si  Ton  prend  *»■  :=iz  •>.,  ft  et  h  rési<lus  de  1  i ,  on  aura 

,  k—>h  A  — h  —a 

\){k)~  a y-  y     —  a  , 7 ,      a  A.     —z—  , 

A  —  0  A'  —  •>.  o  A' 

et,  si  Ton  prend  *^  =  G, 

<2, , ,  /—(*>/  Ah  ,       —a 
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"  Lrs  racines  primitives  -  el  8  ne  jouissent  pas  de  la  propriété 
«ie  ren«lre  g  —  i  résidu  de  1 1,  et  la  congruencc  lorsqu'on  y  fait 
;?  =  7,  8  n'est  pas  satisfaite  par  les  puissances  de  7  et  8  inipain>s 
et  inférieures  à  9. 

•  Les  substitutions  0(Â),  S(/i")  jouissent  de  la  [)ro|)riété  d'être  à 
Irtlres  conjointes,  c'est-à-dire  <|u'en  divisant  l<*s  lettres  en  s^s- 
tt^nies  de  deux  lettres  chacune  de  la  manière  suivante  : 

♦*o»^«»     t^iç-'^V»     ^e'^s'i     --M     t'ir'^^V*-^'»     •••, 

toute  substitution  ^(A),  3(A*),  ou  échange  entre  elles  les  lettres 
«l'un  svslènie,  ou  change  un  système  dans  un  autre. 

••  Dans  le  cas  de  n  =  5  j'avais  obtenu  des  n'îsultals  semblables 
aux  précédents  et  formé  un  groupe  de  douze  permutations  en  con- 
sidérant les  trois  substitutions 

ri  celles  qu'on  en  déduit  en  les  composant  entn*  elles » 


XV. 


C'est  sous  un  point  de  vue  bien  dillerent  que  je  vais  maintenant 
traiter  les  mêmes  <|uestions.  Ainsi,  laissant  <le  côté  toute  considéra- 
tion relative  aux  déconq>ositions  de  groupes,  je  déiinis,  a  priori, 
p»ur  /i  =  5,  7",  I  I,  les  racines  z  des  étpiations  réduites  du  cin- 
quième, du  septième  et  du  onzième  degré,  de  cette  manière,  savoir  : 

«  =    7,        Zi  z^i  r«  —  Vi){yx-hi  —  1-5-+-/ j  f  i'a-»-/  —  i'3-f-i M *'i  ♦-/  "  ^'e*-/ )» 

/l    —    II,  Zi   =^(Vm  —Vi)(^'l^i     -  M-hl)(i'i4-/  —  ^'8-4-l)(i';i-H  —  ^'6-4-/) 

l*»-  indii-es  /  «levant  être  pris  respectivement  suivant  le  module  n. 
ï)r  la  sorte  on  obtient  trois  systèmes  de  n  fon<!tions  rationnelles 
•J»-*  r.irinf' s  i',  et  je  vérifie  <pie  les  quantités  qu'ils  conq>rennent  ne 
f'-nt  qiir  •iV'rhanger  entre  elles  lorsqu'on  fait   respectivement  ces 
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(ce  qui  n'arrive  que  pour  /i  =  -,  i  i),  on  aura,  si  Ton  fait 

un  «roupe  [A*,  6 (A)]  de  ; substitutions  de  la  forme  (i) 

telles,  qu'en  faisant  sur  ce  groupe  les  substitutions  (/*,  A*  +  ')  on 
obtient  n  groupes,  dont  Tenseinble  est  le  groupe  proposé. 

»  Or  si  /?  =  7  on  a  deux  racines  primitives  ^  =  3,  i'  =  5  ;  5  —  i 
est  résidu  de  7  et  les  deux  puissances  impaires  de  5  inférieures  à  5, 
c'est-à-dire  5,  ,V  \érifientla  congruence 

(  •>, x»  -+-  •>  r  -f- 1  )  (  4  JT*  -f-  »r  -:-  I  )  ^  o         (  mod  7  ). 

»  Donc,   lorsque  n=z'j^  on  a  deux  systèmes  de  \aleurs  pour 

fi  (A),  à  savoir  : 

A  /  /  A  —  \h  k  —  b  ,       —  rt 

0  (  /i  )  -^  a  —. 7- ,     —  a  -7 TTî  ♦     ^A-,     — j— 

k  ~  b  k  —  ib  k 

en  prenant  <:[  =  ,'J,  et 

Or /  /  X  k-hib  k  -^  b  .       —a 

3{k)z-a    .        .    >     —  ^  , 7-»     «A»     -7— > 

A  -i-  6  A  -1-  2 1»  A 

en  prenant^  =  5,  a  et  b  désignant  des  résidus  de  7. 

»  Si  n  =  1 1 ,  on  a  quatre  racines  primitives  :  s*,  G,  7,  8  ;  2  —  1  est 
résidu  de  i  1  et  les  puissances  iU'  •>.,  impaires  et  inférieures  à  9,  vé- 
rifient la  congruence 

(4^' — 6.r   ;-i)(4^*î —  ij-i)     :  0         ^modii). 

D<î  niéuie,  ()  —  I  est  résidu  de  1  i  et  les  puissances  <le  6  impaires  et 
inférieures  à  <)  vériiienl  la  congruence 

(3.r* -4- 7.J™ -r- I)  (  "i-r* --  I  j* -f- I)  L    o         (mot!  M). 
»  Or,  si  Ton  prend  g  =  :>.,  (t  et  6  résidus  de  i  i ,  on  aura 

.  k  —  '>h  k  —  b  —a 

il{k):=  ri  -. j-  ,      —  a  , 7 >      (tk.      —, —  > 

A  —  b  k  —  •>.  b  k 

et,  si  Ton  prend  *^  =  G, 

^ , ,  A  —  (*>  A  k       b  ,       —a 


THEORIE    DES    EQUATIONS    MODULAIHES.  7i 

•  Lfs  racines  primitives  7  et  8  ne  jouissent  pas  de  la  propriété 
iie  renJre  g"  —  i  résidu  de  11,  et  la  congruence  lorsqu'on  y  fait 
<r=  7.  8  n'est  pas  satisfaite  par  les  puissances  de  7  et  8  impaires 
et  inférieures  à  9. 

■>  Les  substitutions  O(A'),  S(/r)  jouissent  de  la  propriété  d'être  à 
lettres  conjointes,  c'est-à-dire  qu'en  divisant  les  lellres  en  s^s- 
ifMiies  de  deux  lettres  chacune  de  la  manière  suivante  : 

i*o*'«»     ^'^^V'    *Wî     •••1     V**V»^'»     •••. 

loute  substitution  ^(A),  3(A'),  ou  échange  entre  elles  les  lettres 
d'un  système,  ou  change  un  système  dans  un  autre. 

"  Dans  le  cas  de  n  =  3  j'avais  obtenu  des  n'sullals  semhlahles 
4u\  pn-cé^lents  et  formé  un  groupe  de  douze  permulalions  en  con- 
sidérant les  trois  substitutions 

A"  A"  ^~"  I 

ri  relies  qu'un  en  déduit  en  les  composant  entn*  elles » 


XV. 


Cest  sous  un  point  de  vue  hieii  diil'érent  (pie  je  \ais  maintenant 
iTjilcr  les  in^^nies  <[ucslions.  Ainsi,  laissant  de  côté  toute  consi<léra- 
lion  relative  aux  décompositions  de  groupes,  j<î  définis,  a  priori, 
[HHjr  /!  =  .*>,'",  Il,  les  ra(*ines  z  des  é<piations  réduites  du  cin- 
<]uiéme^  du  s«?[>lièine  et  du  onzième  degré,  de  celte  manière,  savoir  : 

/I    —   I  I  ,  ^^   ^z   (V.  —  (•/)  (i'i.4./     --  t'î+-/)(i'VH/  —  i'8-4/)(t'3f  / t'6-4-/) 

(  Vfi  ^i  -■  i'7.^  /  )  (  Tj-H/  —  l',o-H/  ), 

!♦•- indires  £  élevant  être  pris  res[)ectivemenl  sui\ant  le  module  n. 
\h'  U  >orte  4>n  obtient  trois  systèmes  de  //  fou4:tions  ralionntdies 
Jrs  r.icin«*s  i- ,  et  je  vérifie  que  les  (piantilés  «pi'ils  comprennent  ne 
foDt  qiH*  •i'éo ha nger  entre  elles  lors(proii  fait   respectivement  (*es 
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(ce  qui  n'arrive  (|iie  pour  /i  =z  -,  i  i),  on  aura,  si  Ton  fait 

un  «groupe  [A*,  6 (A)]  de  ; — —  substilutions  de  la  forme  (i) 

telles,  qu'en  faisant  sur  ce  groupe  les  substitutions  (A*,  A"  -f-  ')  on 
obtient  n  groupes,  dont  l'ensemble  est  le  groupe  proposé. 

»  Or  si  /«  =  -j  on  a  deux  racines  primitives  ^  =  3,  i'  =  5  ;  5  —  i 
est  résidu  de  7  et  les  deux  puissances  impaires  de  5  inférieures  à  5, 
c'est-à-dire  5,  5*  \érinentla  congruence 

(  Jt  J-*  -+-  ->  .r  -M  )  (  4  X*  -f-  j™  -I-  1  )  --  o         (  mod  7  ). 

»  Donc,   lorsque  /i  =  j,  on  a  deux  systèmes  de  valeurs  pour 

^(A),  à  savoir  : 

.    ,,         /  — :j/>  k-b  .      —a 

0  (  /i  )  —  rt  — 7-  ,     —  a  -7 -7  ♦      ak,     —f— 

k  --  0  k  —  Sb  k 

en  prenant  *:[  =  ,'J,  et 

o,  / 1  X*  -h  >.  &  k  -r-  b  ,       —  a 

k  -h  b  k  -r-'à.b  k 

en  prenant^  =  5,  n  et  b  désignant  des  résidus  de  7. 

)>  Si  n  =  1 1 ,  on  a  quatre  racines  primitives  :  •>.,  (i,  7,  8  ;  2  —  1  est 
résidu  de  i  1  et  les  puissances  de  >.,  impaires  <;t  inférieures  à  c),  vé- 
rifient la  congruence 

(  4  X-  —  6  .r  —  I  )  (  4  x^  —  '\x  -     I  )  —  0         (  iiiod  H). 

J)e  même,  (i  —  1  est  résidu  de  1 1  et  les  puissances  de  6  impaires  et 
inférieures  à  ()  vérifient  la  congruence 

(Zx^-\-  }.x  -r-  Dc^j-*  -:-  \x  -^\)  -    i\        (mot!  M). 

»  Or,  si  Ton  |)rend  g  =  v-,  d  et  b  résidus  de  11,  on  aura 

,  k^'>b  k  —  b  —a 

Q{k)r==  a —  ,      —  a  , -r ,      ak,      -7— , 

A-  —  b  k  —  •>.  b  k 

el,  si  Ton  prend  ^^  =  f), 

^  , ,  /  —  (>/  k  -  -  b  ,       —  a 


THEORIK    DES    EQUATIONS    MODULAIRES.  JJ 

•^  I-f>  racines  primitives  ^  et  8  ne  jouissent  pas  de  la  pro|)riélé 
»ïe  rendre  ff  —  i  résidu  de  ii,  et  la  congruence  lorsqu'on  y  fait 
^  =  7-  8  n'est  pas  satisfaite  par  les  puissances  de  7  et  S  impaires 
et  inférieures  à  9. 

•  Les  substitutions  Q(A'),  3{/k)  jouissent  de  la  propriété  d'éln?  à 
Mtres  conjointes,  c'est-à-dire  qu'en  divisant  l<;s  lettres  en  sys- 
lênies  de  deux  lettres  chacune  de  la  manière  suivante  : 

«'0^-1     *W'    ^V'*'*'^     •  •  •  »    t?^,»*tV-^.,     . . . , 

toute  substitution  ^(A),  2r(A),  ou  échange  entre  elles  les  lettres 
d'un  système,  ou  change  un  système  dans  un  autre. 

•  Dans  le  cas  de  /i  =  5  j'avais  obtenu  des  résultats  scmhlables 
àu\  prt'cédents  et  formé  un  groupe  de  douze  peruiutalions  en  con- 
>idénint  les  trois  substitutions 

t-l  relies  qu*on  en  déduit  en  les  composant  entn*  elles » 


XV. 


C'est  sous  un  point  de  vue  bien  diiVérenl  que  je  vais  maintenant 
traiter  les  mêmes  questions.  Ainsi,  laissant  de  côté  toute  considéra- 
tion relative  aux  décompositions  de  grou|)es,  je  définis,  a  priori, 
[HMjr  /ï  =  ,"*,  7,  II,  les  racines  :;  des  équations  réduites  du  cin- 
quième^ du  septième  et  du  onzième  degré,  de  celle  manière,  savoir  : 

n  —    7,         Zi  =  (v»  —  Vi){Vx^i  —  Vi^i)  {K't-^i  —  i'a.,./ )  (i'i^/  —  t's-w  ), 

n    —   I  I  ,  iî/   ==  (  i*ao  Vi)  (  i'l-4-l     --  i'î  +  l)  (  **4-l-/  —  *'8-+-/  )  (t'3-f  / t'6-f-/  ) 

le*  indices  i  devant  être  pris  respe(!tivemenl  suivant  le  module  n. 
lif  \d  Mirte  on  obtient  trois  systèmes  de  //  fouettions  rationnelles 
ii'^  nicines  i',  et  je  vérifie  que  les  quantités  ([u'ils  conq)rennenl  ne 
font  que  •%■  échanger  entre  elles  lorscpi'on  fait  respectivement  ces 
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(co  qui  irarrive  (|in*  pour  /i  =  j,  i  i),  on  aura,  si  Ton  fait 


^ 


iù-hi 


un  t^^roupe  [A*,  0(A)]  de  ; substilulioiis  de  la  forme  (i) 

telles,  qu'en  faisant  sur  ee  <;roupe  les  substitutions  (A-,  Â* -f-  /)  on 
obtient  n  groupes,  dont  Fensenible  est  le  groupe  proposé. 

»  Or  si  //  =  ^  on  a  deux  raeines  primitives  ^  =  3,  i'  =  5  ;  5  —  i 
est  rrsidu  de  7  et  les  deux  puissances  impaires  de  5  inférieures  à  5, 
c'est-à-dire  5,  5''  \ériiient  la  congruence 

(2X*  -h  *>..r  -î-  I)  (  i  j?»-t-  j^  -^  1)  ^  o         (mod  7). 

»  Donc,  lorsque  /«  =  7,  on  a  deux  systèmes  de  valeurs  pour 
O(A'),  à  savoir  : 

0  (  A  )  --  a  -. —  ,      —  a  -. -7  .      iik,     — i— 

k-b  k  —  J  o  A* 

en  prenant  *^  =.  .'i,  et 

^ , ,  k  -h'>.b  k  -^  b  ,       —  ti 

k  -\-  b  k  ~^'i  b  k 

en  prenant  ff=o^  a  et  b  désignant  des  résidus  de  7. 

»  Si  /i  =  I  I,  on  a  quatre  racines  |)rimitives  :  '>.,(),  7,  8;  2  —  i  est 
résidu  de  1  1  et  les  puissances  de  ■>.,  im|nures  et  inférieures  à  9,  vé- 
rifient la  congruencc; 

(  î.rî  — 6.r  H-  I  )  (  \x'^  —  Lr       I  )  0         (  mod  1 1  ). 

I)«'  même,  (i  —  1  est  résidu  de  1  1  el  les  puissan(*es  de  6  impaires  et 
iufi-ritîures  à  ()  vé;ri(i<înt  la  congruenc<* 

n.r^  -f-  fx  ~r-  i;n.rî  -r-  ÎJ-  —  ij  _.  o         (mod  11). 
»  Or,  si  Ton  j)rend  {^^  =  :>.,  d  el  h  résidus  de  11,  on  aura 

.    ,  k—>h  k  —  b  —a 

0  (  A  )  -=  rf  -■ —  ,      —  a  , 7- ,      «A .      — i—  , 

A  —  b  k  —  ».  b  k 

et,  si  Ton  |)rend  :^  =  (), 

^ , ,  X  —  r>  /  k-b  ,       —  a 

:3{k)     -.  a    . — ,      —  a  -, --7 >      nk.      —,—  • 

k-b  k  —  (»  b  k 


THEORIE    DES    EQUATIONS    MODULAIRES.  J) 

•  I-rs  racines  primitives  -  et  8  ne  jouissent  pas  de  la  pro|)riélé 
d«»  rendre  g  —  i  résidu  de  1 1,  et  la  congruence  lorsqu'on  y  fait 
^=  -.  8  n'est  pas  satisfaite  par  les  puissances  de  •;  et  8  impaires 
el  inférieures  à  9, 

>  Les  substitutions  0( A),  S(A*)  jouissent  de  la  propriété  d'éln»  à 
iHtres  conjointes,  c'est-à-dire  qu'en  divisant  les  lettres  en  sjs- 
Cf-ines  de  deux  lettres  chacune  de  la  manière  suivante  : 

i'o»^-,     ^ViV,     V  V»     •  •  •  1     ^'ér^^V+S     •  •  • , 

toute  substitution  ^(A),  2r(A*),  ou  échange  enire  elles  les  lettres 
«l'un  svslèiiie,  ou  change  un  système  dans  un  autre. 

••  Dans  le  cas  de  n  =  5  j'avais  obtenu  des  résnllals  semhlaliles 
aui.  pn*cédcnts  et  formé  un  groupe  de  douze  perniulations  en  con- 
sidérant les  trois  substitutions 

0(A)  =  4A,      -j^,      •^^^' 

ri  celles  qu'on  en  déduit  en  les  composant  entre  elles » 


XV. 


C'est  sous  un  point  de  vue  bien  diilerent  que  je  vais  maintenant 
iHiilerles  niénies  questions.  Ainsi,  laissant  de  coté  toute  considéra- 
tion relative  aux  décompositions  de  grou|)cs,  je  définis,  a  priori, 
[i*»ur  n  =  5,  j,  1  I,  les  racines  z  des  équations  réduites  du  cin- 
quième, du  septième  et  du  onzième  degré,  de  cette  manière,  savoir  : 

n   =      7,  C/  =  (  r.  —  V'/)(.fl-HI  —  t'5-4-/.)  <  t*2-4-/  —  i'3-f /)  (»'4-f-/  -.-  t'6W  ), 

!*•  indices  /  «levant  être  pris  res|)e(*li veinent  suivant  le,  module  n. 
fv  \^  <ftric  i>n  obtient  trois  systèmes  de  n  fonctions  ralionnelles 
'!♦-*  r^rin^'S  i%  el  je  vérifie  que  les  quantités  (|u'ils  comprennent  ne 
f"Dl  qui'  s\*changer  entre  elles   lorsqu'on  fait   respectivement  ces 
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substitu  lions 

H  en  résulte,  par  des  compositions  successives,  que  ces  systèmes 
demeurent  invariables  pour  les  substitutions  (  ^  )  >  où  a  est  un 
résidu  quadratique  quelconque  de  /i.  Maintenant  il  est  visible  qu'ils 
ne  changent  pas  non  plus  lorsqu'on  fait  la  substitution  (  ^  j  ;  et 
si  Ton  vérifie  encore  qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  de  celle-ci 
>   on  arrivera   à  cette  conclusion  qu'ils   demeurent    inva- 


{'-ù 


riables  pour  toutes  les  substitutions  où  l'on  met,  au  lieu  de  k\ 
-r— — ',9  od —  bc  étant  résidu  de  //.  En  effet,  cette  expression,  dans 

loutc  sa  généralité,  s'obtient  en  composant  entre  elles  celles  que 
nous  venons  de  considérer.  Le  théorème  du  paragraphe  XIV  suffit 
donc  pour  nous  assurer  que  les  équations  réduites  eus  auront  pour 
coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  f/,  où  ne  figureront  d'ir- 
rationnelles, suivant  les  cas,  que  les  radicaux  y/5,  \! —  7,  \l —  i  1 . 

Si  Ton  cherche  maintenant  les  substitutions  spéciales  (  *  ) 
qui  laisseront  invariable  une  seule  des  racines  considérée  isolé- 
ment, wo  par  exemple,  on  trouvera  aisément  ces  résultats,  où  a 
el  b  désignent  des  résidus  quadratiques  de  /?,  savoir  : 

n  —  'ù  0(/  )  -  a/, 
n—  7  0(  X  )  -  ak. 
//-—Il  0{  /  )    -  ak, 

(iCsonl  les  cxijrossions  auxcpiellesM.  Belti  est  arri\éparune  aulre 

Noie,  el  (pii    lornient   eu  général     — substitutions  conjugué(»s, 

I                                   I                 •   »    (^k    -h       ,       ,       ,  ,  .  , 

de  s(»rU»  qut*  huiles  les  (|iianliles  -^y .^  ou  ad  —  bc  est  résidu  qua- 


—  a 

""  k-b' 

k  —  b 
Â  -f-  b 

k-r-    ?.b 
^     k-^b      ' 

k  -i-  h 
k  -xb 

-     a 

k-'?.b 

k  -  h 

k     ' 

k  —  b 

k  -  -  '}.  b 

THÉORIE    DKS    KQUATI0N8    MODULAIRES.  ni 

dratique  de  /i,  peuvent  être  ainsi  représentées  : 

e(A:-+-0, 

l'étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  n, 

Knfin.  si  Ton  désigne  par  w^^/,  ce  que  devient  3|  lorsqu'on  effectue 
snr  les  racines  i'  les  substitutions  que  nous  avons  considérées,  on 
lrou\era,  pour  /i  =  5, 

o(i)^aî-h  ù=      (ai  -h  b)^  -hCy 

pour  /i  =  7; 

ç(i)  ==  ai-hb  ^  —  (a* -+-  6)»  —  2fai -f-é)»  -f-  c, 

pour  n  =  I  I , 

^(i)  =  ai-i-b=       (ai-{-  by  -h  3(ai-T-by  -+-  c, 

h  H  c  étant  des  nombres  entiers  quelconques  pris  suivant  le  mo- 
dule /i,  et  a  étant  résidu  quadratique,  ce  qui  représente  en  général 

'"^"  ""  '    substitutions  distinctes. 
•i 

Les  équations  du  septième  et  du  onzième  degré  présentant  cette 
propriété  que  les  fonctions  non  symétriques  de  leurs  racines  inva- 
riables par  les  substitutions  ainsi  définies  ont  une  valeur  ration- 
nelle, constituent  un  ordre  spécial  d'irrationalité  qui  les  distingue 
uetlement  des  équations  les  plus  générales  de  ces  degrés.  Ce  sont, 
Miivant  l'expression  rie  M.  Kronecker,  des  équations  douées  dV//*- 
ft'ctionSf  et  qu'il  sera  sans  doute  possible  de  ramener  analjtique- 
menl  à  relb^s  dont  la  théorie  des  fonctions  analytiques  a  donné  la 
prfiiilère  notion.  Mais,  laissant  de  coté  les  belles  et  difficiles  ques- 
tions auxquelles  conduit  ce  sujet,  et  que  M.  Kronecker  a  le  pre- 

iiii«r  abordées,  je  me  bornerai  à   faire  voir  que  |  '^'^  représente 

l»ir-ii.  en  attribuant  à  la  fonction  ç/  toutes  les  valeurs,  un  système 
•!«•  substitutions  conjuguées.  Posons  en  effet,  pour  un  instant, 

y(i)  -=  —  I* —  '?.i', 

d»*  sorte  qu'on  ait,  pour'/i  =  j, 

o(i)  ^^  ai  -r-  b  z.   '/  ( ai  -r-  b)  -h  c; 
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on  \crific  sans  peine  que 

/JX(01-'*  >  mod  7, 

a  étant  supposé  résidu  de  7.  Et  faisant  de  inéme,  pour  /i  =  1  1, 

/(/)  —  «"«-^Si^ 
on  aura 

7JX(**)|-'*  (  mod  II, 

vA^vAn-^^l  ^9«^*x(*-+-^)-^con8t.  I 

/7  étant  résidu  de  11. 

Vinsi  les  fondions  y  (ai  -{-  b),  comme  les  expressions  plus 
simples  ai  -h  b^  se  reproduisent  par  la  composition.  De  là  résulte, 
pour  les  nombres  premiers  /i  =  -j,  11,  Texistence  de  fonctions  de 

n  lettres  avant  -r—-—r— — '  c'est-à-dire  3o  et  60480  valeurs.  Toutes 
^m  n- —  I  ) 

deux  ont  été  rencontrées  par  M.  Kronecker,  qui  a  le  premier  pu- 
blié [Comptes  rendus  des  srances  de  l'A  codé  m  te  de  Berlin, 
\>/x  avril  i858)  le  cas  des  fonctions  de  sept  lettres,  et  fait  à  l'égard 
de  la  représentation  analytique  des  substitutions  ici  employée  (  *  ) 
une  observation  pleine  de  justesse,  montrant  de  quelle  manière 
deux  expressions  algébriquement  différentes  peuvent  cependant 
ne  représenter  que  la  même  substitution,  et  par  là  réduisant  à  un 
seul  et  même  ty[)e  deux  systèmes  que  j'avais  d'abord  considérés 
comme  distincts.  (  Voyez  les  Annali  di  Matemalica,  année  1859, 
n"*  1  et  Î2  et  C.  R\,  Ù  XLVl,  p.  879). 

(')  Les  expressions  duns  \v  ras  des  substitutions  de  cinq  lettres,  savoir  : 

ont  été  donné<'s  a>aiit  moi  par  M.  BcUi  dans  le  tome  II  des  Annales  de  Tortolini, 
p.  17.  Pour  le  cas  de  Nepl  lettres,  vcjvcz  les  Annali  di  Afatentatica,  année  iSôg. 
n'  1. 
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XVI. 


\j'  ralciil  dfvs  équations  réduites  en  z  pour  les  trois  valeurs  de  n 
Hiïf  nous  avons  à  considérer  repose  sur  deux  remarques  :  que  l'on 

|.HUl  V  remplacer  d'une  part  a  par  eu  ei  z  par  e     *      c,  £  étant  une 
Mrine  huili«»nie  de  l'unité;  et  de  l'autre,  u  par  -  et  ^  par 

w«  — 1      W-H 

La  |»reniîère,  jointe  à  cette  observation  que  le  développement  des 
racines  en  fonctions  de  q  commence  par 


U\^i')  ' , 


|ir»ii\e  que  les  coeflicients  sont  des  polynômes  en  //*  contenant  en 
teneur  une  certaine  puissance  de  w,  ainsi  ces  équations  sont  com- 
p">ée>  de  termes  de  cette  forme 

5/»-V  tiSL^(a  -4-  bu*  -+-  CU^^-r-.  .  .-r-  hll*h)j 


♦-1  lVx[K»sant  «v  SI'  détermine  en   prenant  la  valeur  positive  de 
■ê  — (modS),  qui  est  immédiatement  su|)érieure  à  la  quan- 
ti, V  .  La  seconde  remarque  montre  (lue  les  nolvnomes 
•in  '  11. 

a  -h  bii^  -h  cm'*  -h.  . . 
-iDi  rérinriKiucs,  mais  à  cet  é}»ard  en  distinguant  des  deux  autres 

n*-\      /i-t-1 

j»  fdî»  de  w  =  I  I,  à  cause  du  facteur  ( —  i)  *  *  ,  alors  é<î;al  à 
-  I.  l)/*  Id  résulte  en  eil'et  que  les  [)olynomes  facteurs  des  puis- 
viiKf*  [idires  de  z  ont  leurs  coefficients  é(|uidistants  des  extrêmes 
-jini\  et  de  sij^nes  contraires,  tandis  que  ceux  qui  an'eclent  les 
l.iii^-anf*-*  impaires  ont,  comme  pour  //  =  .),  -,  leurs  coenicicnts 
••-Hii\  #-i  de  même  signe.  On  en  tire  d'ailleurs,  dans  tous  les  cas, 
i*"  \  H  leur  d«*  %  sous  celte  forme 

in  -h  I  ) V  —  x 7.', 
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et  si  Ton  observe  enfin,  ce  qui  est  très  facile  à  établir,  que  la  quan- 
tité I  —  M*  entre  comme  facteur  dans  le  polynôme 

avec  un  exposant (*)  dont  la  limite  inférieure  est 

on  aura  réuni  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  pouvoir  écrire  a  priori 
et  sans  calcul  les  équations  réduites  sous  les  formes  suivantes,  où  D 
représente  toujours  le  discriminant,  savoir  : 

I"  n  =  5. 

5»  -f-  ;5a wHi  —  w»)'  —  }/\i  =  o. 

Le  terme  en  z^  n'existe  pas,  parce  qu'on  obtient  pour  pi  une 
valeur  négative;  les  termes  en  z^  et  z^  disparaissent  parce  que  les 
coefficients  doivent  respectivement  contenir  en  facteur  i  —  m", 
(i  —  /**)',  ce  qui  est  en  contradiction  avec  les  valeurs  p2  =  o,  pj  =  i. 

z^  -h  5*a  w*(i  —  w»)»  H-  ;5*a'MM  I  —  «»)*  -^  ziT  u^{\  —  u^f  —  /D  =  o. 

On  a  à  remarquer  cette  circonstance  importante  que  le  coeffi- 
<'ient  a'  est  nul,  et  qui  tient  à  ce  que  dans  le  développement  des 
racines  suivant  les  puissances  de  \/q  =  l|,  savoir  : 

la  quantité  entre  parenthrses  ne  contient  pas  la  première  puissance 
<le  q.  De  là  sans  doute  résulte  qu'on  a  ainsi  le  type  analytique  le 
plus  simple  des  équations  du  septième  degré  résoluble  par  les 
fonctions  elliptiques. 

3"  n  =  ii. 

En  désignant  comme  précédemment  para,  ^,  . . .,  des  constantes 


(')  Cet  ('\p<»sanl  est  impair  lor!»(|ue  n  =  ii  dans  les  cocflicicnts  des  piiissance4 
|)aircs  île  z:  mais,  ce  cas  excepté,  il  est  toujours  pair. 


TIIKONIB    Dt£S    ÉQLrATlO^^     M  O  tl  l' L  i  I  El  t:  3  , 

îcities*  on  a  celle  équation 


«i 


-^-l*ttMl—  «»|M^H-6'«"  H-^^«ïû-hS   U^^-f-  Oil^*) 


--  z^u*i  I  —  ij»  iM  r,  -^  r/  «»  -j-  ïj*  M»«  -l-i»i*«**  -h  r*u* 


r,u 


ké. 


-  Tj  W^*  ( 


(V^  tonstdiite^  pourront  tUie  délenninées  en  dévt'loijpanl  les  coef- 
firienU  suivant  les  [juissances  de  #y,  el  substituant  pour  z  le  d<^ve- 
lopprtnrnt  cotTespondanl  suivant  la  puissance  de  ^^q\  Le  calcul 
^%%ri  long  uuqui'l  on  est  conduit  n'est  loillemout  îïii|>ralicahle  ;  je 
aêi  pas  cru  rr*pondaiil  devoir  m'y  arriHer,  car  le  principal  intérêt 
<|ti  on  peul  attarder  au  résultat  concerne  5uttûnl  Tétude  df*s  équa- 
Uons  du  on^iêuii*  deg:ré  résolubles  par  le*^  fonctions  elliptiques» 
J^todîqne  encore  unr  fois,  en  terminant  ici  nies  recherches,  ces 
Wk*  questions  qui  oirrironl  une  îles  pfus  iuipoiiantes  a[ïplications 
ilr  la  tliéarie  fondée  par  Abel  el  Jacobi,  Mais  c'est  surtout  TœuvTe 
pmprr  de  rîuiincirlel  auteur  d^-s  Fta^tifUHeftta  d'avoir  reeonuu  ces 
tippurt^  si  renianjuables  des  iionvcUes  Iransceudantes  hacc  TAI- 
^bce  ri  les  propriétés  des  nouibres.  Entre  tant  de  beaux  résul- 
Uls  eus  k  son  génie,  el  qui  ont  ouvert  des  voies  fécondes  à  la 
Sci«*oce  <le  nos  jours,  je  ne  j>uis  ui' cru  pécher  de  rappeler  dans  les 
NnUcc*  de^  premiers  volumes  du  Jnurnal  rie  Crelle  les  énoncés 
iwhtiU  aux  propriétés  des  étpuititnïs  entre  le  mulliplicalcur  M  et  \o 
m^fiulr  X.  CVst  la  en  ellel  que  \L  Krouecker  a  trouvé  le  principe 
4c  U  métliode  si  remarquable  pour  la  résolution  de  réquation  du 
aaquiétiK^  degré  qui  m'»  été  comnmnlqnée  dans  une  Lettre  publiée 
«1  lonir  XL VI,  fïajçe  ï  (5o,  des  Compies  renrhi.^,  f^l  l'on  pourra  voir 
un  travail  ires  importa  ni  de  M*  Briosclii  sur  ce  sujet  (*  )  com- 
rctte  tiji'tlutdc  résulte  des  relalions  singulières  qu'a  données 
i   entre   les   racines  de  ces  équations  dans   le  cas  du  sixième 


(♦)  S»i  mriaiit»  di  Kt'onecktr  per  ta  i*izotttzione  dette  equa^ioni  di  qidnto 
trodo,  daii«  Ir*  .Icfr*  dr  i'ftniiittl  Lombard,  vqL  1. 

H    ^    H.  6 
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tle^ré.  Les  travaux  de  ces  deux  savants  géomètres  ont  ainsi  ouvert 
une  voie  plus  facile  pour  arriver  à  la  résolution  de  l'équation  gé- 
nérale du  cinquième  degré  que  celle  que  j'avais  sui\ie  en  prenant 
pour  point  de  départ  la  réduction  de  Jerrard  à  la  forme 

X*  —  X  —  a  =  o, 

et  cVst  en  suivant  cette  nouvelle  direction  que  j'espère  plus  lard 
pouvoir  y  revenir  pour  contribuer  à  en  faire  l'étude  approfondie 
qu'elle  demande. 


SIR  I.AIUISSKMKNr 


nK 


L'ÉQUÀTIOMtfODULAmK  DU  iiiîrnJîMi-:  \)\m\\\. 


Extrait  d'une  Lettre  adrcftsée  û  M.  Ilriourtii  {Aiiiitili  ilf   Utttrmtttft'tt 
pura  ed  appUcaia,  X»  II,  iH^i^;,  p.  'M;;. 


J'ai  *^olreprîi  le  r^kicul /le  Va  r/'Àt$f  tion  tU'  l  /'j^ttAltoft  Wht\h 

ràiir  'li    *  .  «  ==  S  -s»  ,  I**'*  huit  f;>r,ir>^^  <^fOftf 

.    ;r-:iii^-    I»— I. 
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je  trouve  que  z  dépend  de  celle  équ-itio:i  du  septième  degré,  sa- 
voir : 

57  —  4Î.71  y/IT^aA-A'i.  z*  —  /,♦.  7^  (a  —  :J  MV/» z 

-r-  4^7'  \/~/W»(i  —  A*  H-  /••»)  =  o, 
a  étant 

El  :;'  dépend  de  l'écpiation  loule  semblahh^  que  Ton  en  déduit  en 
changeant  le  signe  du  radical  y  —  7.  Le  fait  analytique  essentiel 
dans  cette  question  n'est  pas  tant,  ce  me  semble,  dans  l'absence  d'un 
certain  nombre  de  termes  de  cette  équation;  ce  qui  me  frappe  b; 
plus,  c'est  qu'il  se  présente  deux  types  d'écpiations  du  septième  de- 
gré résolubles  par  les  fonctions  elliptiques,  et  je  \ais  essayer  de 
vous  faire  voir  jusqu'à  quel  point  on  doit  les  considérer  comme 
distincts.  Pour  cela,  je  \ais  définir  avec  précision  quelles  sont  les 
fonctions  non  symctriques  des  racines  z  ou  des  racines  z'  qui 
s'expriment  rationnellement  |)ar  les  coefficients,  et  vous  reconnaî- 
trez que  ces  fonctions,  analogues  sans  doute,  ne  contiennent  pas 
les  mêmes  permutations  des  racines.  V  cet  ellel,  et  suivant  l'usage, 
je  rc|)résente  par  r^,  l'indice  .r  étant  un  nombre  entier  pris  sui- 
vant le  module  j,  les  diverses  racines  5;   pour  abréger,  je  pose 

encore 

0  (  .r  )  -  -  31 .7-2  —  x^         (  mod  7  ). 

»  Cela  posé,  les  fon(^tions  non  symétriques  des  racines  qui 
s'expriment  rationnelIcMuent  par  les  coefficients  sont  celles  qui 
demeurent  invariables  par  les  substitutions 

a  étant  un  résidu  (|uadrati(|ue  de  7,  b  et  c  deux  entiers  (juel- 
conques.  Les  formules  (A)  représentent  ainsi 

$.7-^-3.7*=  168 

substitutions  dillerenles,  formant,  suivant  r<»x])ression  de  M.  Cau- 
chy,  un  système  de  substitutions  conjuguées.  Or,  en  passant  à  l'ex- 
pression en  z\  il  faut  remplacer  la  fonction  0(a:)  par  celle-ci 

0'^ j*)  ==  — '2x*  —  x5        (mod  7), 


KO  CATION    MODTLAlKi:    DT    IIIITIKMK    I>KC;R|<^  ^\ 

*v*\m  conduit  à  un  >v>lème  do  i(>8  suhslilulious  conjugui^os»  A 

.1  il  s'ensuit  qu'il  existe  non  seuleinonl  un  Ivpo,  rommr  Tavait  dit 
M.  kronecker  (•),  mais  deux  types  de  fonrlions  fl<*  scpl  IcUres 
IHissédant  trente  valeurs  distinctes. 

•  Rien  de  plus  facile  d'ailleurs  à  dëmonlrcr  (pie  (  \)  et  (  V) 
v»nl  des  systèmes  de  substitutions  conjuguées;  cola  résuUe  drn 
«'ongruences  suivantes,  où  a  est  toujours  su|>posé  résidu  (puidra- 
lique  de  7,  savoir  : 

0  I  nx)  =  a'O  (x),         0  [m  -h  6  (.r)]  £-.  '>./;i*0  (  —  -i-  .ri-'    roimL, 

'l'i  ax)  ^  a*6'(x),         b'[m  -+-  O'(ar)]  ~  -jt/nW)'! -1  .'^  jp  \  -h  roiif^l. 

-  Dans  ces  conjn'uences,  les  fonctions  0(j:),  6'(^)  entrenl, 
romme  \ous  le  voyez,  absolument  de  la  même  manière.  La  théorie 
de  Féquation  modulaire  du  douzième  de^ré  conduit  à  des  résiiltafs 
jinalo«:ues,  que  j'espère  pouvoir  vous  communiquer  dans  une  autre 
••cession. 

Kn  moccopant  de  cette  recherche,  j'ai  dii  encore  employer 
frtlr  fipression  analytique  des  substitutions  qui  m'a  été  fort  utile. 
snii-i  dont  je  ne  sais  si  Ton  pourra  tirer  parti  en  dehors  de  ces  ques- 
tion-. 

«  hioi  qu'il  en  soit,  voici  quelques  remarques  h  ce  sujet.  Oan-^ 
i'  .4*  'Ir»  rintj  lettre^,  les  i  10  substitutions  sont  ainsi  représentée-i, 

*«  •■«j-iir'/  =•»  f-tiinr   »*xreptée  et  les  indices  étant  pris  suivant  le 


f'  ur  -«M)r  Iftln'^i  le^;  "io  Jo  substitutions  seronl.  d  une  manièrt* 


»  -^T.-    ii\;iri:»hlr  -jar    i»^  «iiMtitutioiiA  du  -iysUrmc  (  V    . 
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en  attribuant  à  la  fonction  0  ces  diverses  formes,  savoir  : 

0 ix)  =^  —  a"-  li:  •>.:?•-, 

0(  X }  r=  x^  -:-  ax'-^-r-  3n-x  {a  quelconque), 

6(  x)  r.ri  x^-r-  ax^  rh  a^*  -f-  3a' .r         (a  non  résidu  «le  7). 

»  Quant  à  ce  qui  se  rapporte  à  un  nombre  premier  de  lettres, 
j'ai  bien  quelques  types  généraux  de  formules  de  substitutions, 
mais  d'autres  questions  nrempêchent  de  suivre  ces  recherches 


n  Paris.  17  décembre  cSJS.  » 


SUR  L'INTERPOLATION. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  XLVIII,  1859  (I),  p.  6î». 


I^  question  donl  je  vais  m'occuper  dans  cette  Note  est  celle  qui 
a  pour  objet  de  représenter  approximativement  par  un  polynôme 
d'un  de^ré  donné  m  une  fonction  F(j7),  dont  on  connaît  les  valeurs 
p4»ur  JT  =  j7o,  X|,  Xo^, ...,  J?/ï,  /i  étant  supérieur  ou  au  moins  égal  à/?î, 
en  :>e  donnant  la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  différences 
entre  ce  polvnome  et  F(x),  poura:==a:o>  ^i>  •••?  ^/i>  multipliées 
chacune  par  des  nombres  donnés,  soit  un  minimum.  M.  ïchebichef 
a  le  premier  résolu  cette  question  importante  dans  un  excellent 
Mémoire  sur  les  fractions  continues,  présenté  en  i855  à  l'Académie 
de  Saint-Pétersbourg  (  *  ),  et  c'est  de  son  analyse  même  que  j'ai  tiré 
une  nouvelle  méthode  qui,  sous  une  forme  plus  générale,  donne 
les  résultats  de  l'auteur,  indépendamment  des  fractions  continues^ 
et  en  les  rattachant  immédiatement  à  la  formule  d'interpolation 
de  I^^range. 

I. 

Soit 

/(ûP)  =  (X  —  Xa)  (cr  —  Xt)  . .  .  (x  —  Xn). 

(jf^iie  formule  est,  comme  on  sait, 

/(  X  )  Mo         ^     /(X)  Ui         _^  ,       /(X)  Un       ^ 

X^Xo   /'(j-if)  X  —  Xi    f(Xi)     '    '"~^  X  —  Xn   /'{Tn)* 

il  si  Ton  V  ajoute  le  produit  de /(x)  par  un  polynôme  arbitraire, 


f)   Loe,    traduction   en    français  do  ce   Mémoire  par  M.  Bienaymc  vient  dVlre 
pubii#>  daoî*  le  Journal  de  LioiniUc,  a*  série,  t.  III  (iSSg),  p.  289. 
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on  aura  l'expression  générale  de  toute  fonction  entière  de  de^ré 
supérieur  à  /i,  et  devenant  encore  //o,  W|,  . . .,  //,/  pour 

Mais  en  désignant  par  0(j:)  un  polynôme  indéterminé  et  faisant 

/'^-    ^^   {X-Xi)f\Xi)^(Xi)' 

cette  expression  plus  générale  de  la  formule  de  Lagrange  peut  en- 
core être  présentée  ainsi  : 

Cela  posé,  voici  comment  s'en  tirent  les  formules  nouvelles  qui  se 
rapportent  à  l'interpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 
Faisons  dans  n(.r)  la  substitution  linéaire 

i  I/o  "  ^/rtï'o  -^  ^o^'i  H-. .  .-+-  h  t'/i, 


,fi-4-...-f-  /;,r,„ 
déterminée  de  façon  que  Ton  ait 

//j-T-  /^;  -T-...  -//2  ^  j.j  ^. j,2  _^....^t,t  (I). 

En  posant 

Ic|»oU-)  =  ao/o(^)-t-ai/|(.r)  -. . . -t- a,i/«( x), 
<ï>,(j:)  =  hQ/o(x)'h  ^|/|(./-)  -r-...-i-  bnfnix), 
1 

il  \iendra 

n(.r)  =  <l>o(>.)  i'o-r  <ï>i<^/'.)i'i  -;-...-:- <l»«(jr)r,„ 

et  l'on  aura,  comme  conséquence  immédiate,  Tégalilé*  suivante  : 

Or  les  fonctions  ^{x)  qui  naissent  ainsi  de  la  formule  de  Lagrange 
possèdent,  en  vertu  de  cette  égalité,  les  propriétés  fondamentales 


(')  M.  (^ayley  a  donné  IVxprc^'Sion  générale  de  cos  substitutions  dans   un  Mé- 
moire Sur  les  détenninants  ffaac/tes,  publié  dans  le  Journal  de  Crelie. 


51»  L  ixTcmff^t  ^Ti^'^N.  ^^^ 

♦•l  «le  ces  propriétés  résulte,  ooinmo  Ta  ivui<u>|Ui^  M.  1\h<^hîvUoL 
1^  solution  immédiate  de  la  question  que  nou^  <non?<  en  \ue. 


II. 


Observons,  en  ellel,  que  les  fonrhoiis  <I>(.i')  eniiliiMiniMil  limli»M 
rn  faeteur  ^<  x),  de  sorte  qu'en  faisant 

on  a  un  système  de  /i  -f-i  pol^nonies 

•Ju  n"^*  dejrré:  or.  après  avoir  elioini  m  ^^-  î  (\v  <#r*i  polyr»/»MM'<i,  p*M 
^lempl*' 

•i  l'oa  •J'^nuiii'l'^  d«  d^l^Tïttin^r  l*r*  4'*p4'liuif^t\  \.  IJ M.  d/'  ^/-ll/- 

?->rtr  •jiK?  U  'i«>mm^  «i^^  /^^nr»^-*  d^*  v;#l^'»ir<  d^*  U  dîff/'f/rfi//' 

r    ^  r,.      r. .  f^ 

i  i  r.oii#*î*^    );*r  !»**+  .i»\mhi***  •t*.nn«*'i.   ^*'a^  'irv  minimum     ^n  ^r,*< 
"■*-•  '  mine    i    -air.   tr''TfKv*5»"'.n-«   t»*  1   r  .   -t^  m:#rii**r*  /^j»**   ..^-  r^^vi- 

"z.ip-— i#in    m    1    ••iit   '^nilr*   m    nianui|tii  -;•»■:•« 


»  ^  . 
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Or  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  prises  par  rapport  à  A,  B,  . . .,  H, 
on  iroiive  qu'en  vertu  des  équations  (3)  une  seule  inconnue  sub- 
siste dans  chacune  des  équations  ainsi  formées,  ce  qui  donne  ira- 
niédiatcment  les  valeurs 

i  ~n 

A  =2*0  (a'/)F(^i)e(ir<), 

i=o 
i  =  n 

1—0 

i  =  n 

1  =  0 

et,  en  posant 

T.(x)  =  Acpo(a?)-f-  Bo,(a:)-r-...H-  Hf^„,(x\ 

on  en  conclût  immédiatement  qu'on  a 

i  =  /i  i  =  n 

^  tMt,)  ^Hxi)  =  2  F^Xi) b*{Xi). 


III. 


Mais,  parmi  les  diverses  expressions  auxquelles  nous  parvenons 
ainsi,  et  qui  dépendant  des  éléments  arbitraires  de  la  substitu- 
tion (i)  sont  en  général  du  /i'*^"*  degré,  il  reste  à  découvrir  celles 
qui,  pour  une  détermination  convenable  de  cette  substitution,  se- 
ront seulement  du  m'*""®  degré,  de  manière  à  résoudre  la  question 
proposée  par  Teinploi  d'un  polynôme  du  degré  le  plus  petit  pos- 
sible. Soit,  à  cet  effet, 


0(ar> 


=  ii(xu 


les  é(|uations  (li)  donneront,  par  la  suppression  du  facteur  6(x), 
romniun  aux  deux  membres, 

Oç,{x)  =  a^i^ix)  -4-  a,i,  (a:)  -H. .  .--i-  a«i«(ar), 

9,  (x)^hçiif,(x)'^bxix(T)-^.,.-^bnin{3P), 


'in{^)=  h  io(^)-+-  /iii(:r)-H...-f-  Inin(x), 
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H  Ion  \a  voir  qu'il  est  possible  de  réduire  Oq(x)  à  une  constante, 
Zi'.x)  au  premier  degré,  et  en  général  o/(.^•)  au  degré  i.  EfTective- 

ment,  on  aura,  pour  qu  il  en  soit  ainsi,  a  poser  — équations 

entre  les  coefficients  «o»  «1  ?  •  •  -^  ^/i>  ^o?  ^i  ?  •  •  •>  ^/i>  . .  m  ce  qui  est 
préciséiiient  le  nombre  des  quantités  arbitraires  que  comporle 
«l'âprês  sa  nature  la  substitution  (1).  Or  de  là  résultera  un  système 
>pécial 

?o(^),     ?i(a?),      ...,     o,„(x), 

tel  que  la  formule 

Aoo(^>  •+■  ^9i(x )  -T-. . .  -h  Ho,„(a7), 

roiiiposée  avec  ces  fonctions,  sera  précisément  du  degré  m.  Cepen- 
dant il  serait  difficile  par  cette  voie  de  parvenir  à  exprimer  expli- 
citement les  nouvelles  fonctions  par  les  quantités  ^0?  ^o  •••?  ^n 
et  S»  .r  ^.  C'est  au  moyen  de  l'équation  fondamentale 

lI«(:ro) -^  n*(j:,  )-+-... -^  HM^'/i)  =  i^o' -^  ^'î -+-•• --^  ^^^J- 

«Il  fais.int  usage  des  propriétés  des  formes  quadratiques,  qu'on  y 
arri\e  et  qu'on  établit  le  théorème  suivant  : 

Soie  Xm  fimrtrianl  de  la  forme 

i  ■■■-  n 

i   -0 

fini  sera  un  polynôme  du  m^^"^^  degré  en  x,  dont  V expression 
nmilytique  est  bien  connue;  si  Von  désigne  par  rj,n  lecoejficient 
flt>  jr*^  dans  ce  polynôme,  on  aura 


l'oiir  //#  =  !•  011  il  n'y  a  pas  à  proprement  parler  d'invariant^  on 

/-— .  n 

^l  /x>ur  m  =  o  prendre 
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\ai  signe  du  radical  carré  que  présentent  ces  formules  reste  arbi- 
traire ;  car  dans  la  fonction 

7:(^)  =  \oo(a:)-¥-  B»,  Cj;) -H. .  .4-  H<p,„(a:)  H-. . ., 

le  coefficient  H  en  général  ayant  pour  valeur 

i  —  n 

y^  (?,„(:r/)F(^/;02(:r/), 

changera  de  signe  en  même  temps  que  o„i{x),  et  le  produit  H çp/«(:r) 
lie  changera  pas. 

Je  remarquerai  enfin,  en  terminant,  que  la  suite  des  quantités 
I,  A,,  Aa,  ...,  A,,^,  possède  à  Tégard  de  l'équation /(.r)  =  o  les 
propriétés  des  fonctions  de  M.  Sturm,  pourvu  que  le  polynôme 
arbitraire  ^(x)  ait  ses  coefficients  réels.  C'est  ce  qui  résulte  de  la 
forme  quadratique  dont  elles  ont  été  déduites. 


SUR  LA  RÉDUCTION 


FORMES  CUBIQUES  Â  DEUX  INDÉTERMINÉES. 


Comptes  rendus,  t.  XLVIII,  1839  (I),  p.  35 1. 


I-a  ihrorie  des  formes  cubiques  à  deux  indéterminées  a  été  dans 
rfs  derniers  temps  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires  importants  dus 
à  M.  \mdl  et  publiés  dans  les  Arclii\'es  de  Grunert  et  dans  le 
Jfnirn*if  fie  Crellc  (année  iSj^).  L'auteur,  en  ajoutant  beaucoup 
Jk\i\  premières  découvertes  d'Eisenstein,  a  donné  dans  un  de  ces 
Mt'in«>ires  une  table  de  formes  réduites  avec  leurs  covariants  qua- 
•imliqnes  pour  tous  les  déterminants  négatifs  jusqu'à  2000,  et  il 
^♦•r.iit  bien  à  désirer  que  les  formes  à  déterminants  positifs  de- 
\inssenl  Tobjet  d'un  pareil  travail.  Mais  elles  semblent  présenter 
«lans  leur  nature  quelque  chose  de  plus  complexe,  de  sorte  que  la 
luéihode  de  réduction  dont  j'ai  donné  le  principe  {Journal  de 
t'rrtii\  t.  XLI,  p.  21 5)  laisse  subsister  de  grandes  difficultés  pour 
4»li|«ii!r  lr>  conditions  caractéristiques  des  formes  réduites.  Celle 
«|Uf'slion  nravanl  paru  mériter  de  nouveaux  eflorts,  je  me  suis  at- 
Uché  à  i'ïi  rechercher  la  solution  complète,  et  j'ai  Thonncur  «le 
présenter  à  T  Vcadémie,  dans  cette  Note,  les  résultats  que  j'ai  ob- 
l'^nii^  ii\ec  l'indication  de  la  méthode  que  j'ai  sui\ic. 


I. 

.h*  rdppt'llerai  d'abord  qu'en  posant 

/  =r  ax^  -H  1  bx^y  -4-  3 cxy^  -*-  dy^  —  a{x  —  '3Ly)(x  —  [^J' )  ( .^  —  *;.>'  ) 
j^  définis  celle  forme  comme  réduite  si,  toutes  les  racines  étant 
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réelles,  le  covariant 

et  dans  le  cas  où  a  est  seule  racine  réelle,  ?  et  y  étant  imaginaires 
conjuguées,  ce  second  covariant 

'{;=(^y[9.(a-3)(a-Y)(:r-?^)(x~Y7)-0-Y)H^-ar)'] 

sont  des  formes  réduites  dans  le  sens  propre  aux  formes  quadra- 
tiques à  déterminant  négatif.  La  grande  différence  de  ces  deux  cas 
tient  à  ce  que  ç  s'exprime  rationnellement  par  les  coefficients  de  y, 
tandis  que  d»,  fonction  symétrique  en  ^  et  y  seulement,  est  essen- 
tiellement irrationnelle.  Cependant  ces  propositions,  faciles  à  éta- 
blir, leur  sont  communes  : 

i"  Deux  formes  réduites  distinctes  représentent,  en  général, 
deux  classes  différentes  et,  si  elles  sont  équivalentes,  elles  se  dé- 
duisent Tune  de  l'autre  par  les  substitutions  qui  changent  en  elles- 
mêmes  les  formes 

9."  Soient  D  =  B-  —  AC  le  déterminant  ou  invariant  de  /  et  1 
S'il  valeur  absolue,  les  coefficients  de  la  forme  réduite  vérifient 
les  conditions 


^'^<{iy^^^  ^''<{iy^^' 


Main,  à  Tégard  de  ces  limitations,  une  étude  plus  approfondie  de 
la  théorie  de  la  réduction  fait  voir  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
diMJX  (îas,  et  pour  D  <  o,  M.  Arndt  a  déjà  reconnu  qu'elles  de- 
vaient <Hre  remplacées  par  celles-ci  : 


..<^,/g.,  ».<^/L«. 


Je  vajH,  avant  d'aborder  des  questions  plus  difficiles,  m'arrêter  un 
iniituut  Hur  ce  point. 
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11. 

Les  relations 

\  =  i(b^  —  ac),         B^bc  —  aeiy         C=z'i{c^^bd) 
donnent 

C6«  — -iBôc-hAc*  =  i  AC, 

C»a»-+-2(3ABC  — 4B3)aé/H- A»c?*=  -  (AC—  iB«)«, 

et,  en  appliquant  les  règles  connues,  on  trouve  aisément,  pour  le 
maximum  de  6c,  Texpression 


AB  -h  B'  H-  (  A  -r-  B*  )  v/T-i-Bî 
4Â ' 

et,  pour  le  maximum  de  arf,  celle-ci  : 


—  3AB-h  B3^-(Ah-  B*)v'a-4-B» 

4Â • 

en  faisant 

A  =  AC  —  B«. 

Or  CCS  expressions,  fonctions  de  B  seulement,  ont  elles-mêmes  des 
maxima  qu'on  détermine  en  observant  que,  d'après  la  propriété 
caractéristique  des  formes  réduites,  B^  ne  peut  surpasser  |A,  et 
c'est  précisément  à  celle  valeur  limite  que  correspond  le  maximum 
de  6c,  et  il  en  sera  de  même  pour  ad  dont  la  dérivée,  par  rapport 
à  B,  admet  pour  racine  B-  =  J  A.  De  là  se  tirent  les  conditions 


'"^<\/'è^'    ^'<\/ï^- 


Pour  la  limite  de  bc,  le  coefficient  numérique  est,  comme  l'on  voit, 
m(»indre  que  celui  de  M,  Arndt  {Archives  de  Grunert,  année 
i8.>8,  p.  337^.  De  la  même  manière  on  trouverait  encore 


i  (C6»- Ao»)  =  ac»  —  é/^3  <  4^. 
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m. 


La  nnUh(»do  précédente  ne  s'applique  pas  immédiatement  aux 
formes  cubiques  de  déterminant  positif,  car  il  serait  difficile  de 
former  les  relations  enlre  a  el  d  d'une  part,  h  et  c  de  Tautre,  et 
les  coefficients  de  la  forme  réduite  (P,  Q,  R).  C'est  cependant  au 
fond  le  même  principe  (|ue  je  vais  encore  employer.  Kn  premier 
lieu,  je  remarque  qu'on  a  les  relations  suivantes  : 

AU  — 7BQ-:   <:!»  =  o, 

de  sorti»  qu'à  Têtard  des  coefficients  A,  B,  G,  il  sera  possible 
d'opérer  exactement  comme  ci-dessus.  Ainsi  on  formera  enlre  A 
et  C  l'équation 

RJ  A»  -4-  >(  PR  —  ^Qî)  AC  -r-  Pî(:2  =  4Q2(  l>R  -  Q« ), 

<|ui  donnera  pour  le  maximum  de  AC  la  valeur 

PR  — Qi  =  D: 

el  <rune  manière  analogue  s'obtiendra,  pour  le  maximum  de  B-,  la 
(juantité  PR,  et  l'on  parviendra  aux  limitations 

AC  <  D,        B2  <  i  D. 

Pour  arriver  maintenant  aux  coefficients  de  la  forme  cubicpie, 
j(;  me  fonderai  sur  l'égalité 

d'oii  je  tirerai,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients 
de  x^y^^ 

^\}{ad H-  9^c)  =  —  j  B»  —  1 5  QB^  -r-  '\  DB  -\-  i  j DQ  -^  20 Q», 

t»t  ensuite,  en  employant  la  relation  bc  —  ad  =z  B, 

4  Dad  =  —  B^  —  3QB«  —  3  DB  -h  '{ DQ  -f-  4  0\ 
4  0/>c  =  _B3  — JQB*-+-    DB   :-3DQ.  -4Q\ 
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On  \oit  inainienanl  qu*on  peut  facilement  obtenir  les  maxima 

de  ctd  et  bc  en  fonction  de  P,  Q,  R;  le  maximum  de  ad  est  donné 

par  la  \aleur  limite 

B«  =  PR  =  D  -h  Q«, 

les  racines  de  la  dérivée  étant  imaginaires  è  cause  de  la  relation 
c'est  l'expression 


Q'<;d, 


Q«-t-(4D-f-Q«)/D  +  Q» 
4D 

Pour  bc  il  existe  deux  maxima  qui  correspondent  à 


B  =  -  Q  -^  i/i  D  -h  Q«       et       B  =  v/PR  =  v/t>  -h  Q«, 


savoir  : 


1>Q-^Q'^(|D-^Q')/^D-^Q-  Q3^QVDTQi 


2D  ^^  4D 


Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  de  nouveau  les  maxima 
♦li:  ces  expressions,  qui  seront  évidemment  donnés  en  remplaçant  Q 
par  sa  limite  supérieure  y/^  D.  En  choisissant  pour  bc  le  maximum 
maximorum,  on  parvient  aux  limitations 


«^<l/'gl>.        f^c< 


j  T  joindrai 

ad-^  \bc<i/^^  D,         ac^  —  db^^  — ^  D, 
y    VI     '  6v/3 

dont  la  dernière  s'obtient  par  celte  équation 

i  y/\iiac^  —  db^)  =  v/D  — B2-hQï(D  —  B« 4-  /, Oî). 


IV. 

J'arrive   iiiaiutenant  uu  point  le  plus  important  dans  la  théorie 
•le  l;i  réduction,  à  la  recherche  des  conditions  caractéristiques  pour 
l^s  formes   réduites.  Ces  conditions  V  lii  :>.Q  >  o,  Il  —  V  >  o,  se 
H.  -  II.  7 


9» 
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ffi- 


présentent  en  eliel  sous  forme  irrationnelle  par  rapport  aux  coe 
cienU  ûj  6,  t%  d^  et  il  s'agit  d'en  déduire  des  relations  absolumeut 
équi%aleiiteé,  mais  rationnelles.  JVbserveà  cet  elTet  queFequation 
du  troisième  degré  dont  dépend  la  forme  ^,  savoir  : 

4*}.»  ^  lô»|  --^  q1  —  D/î  =  o, 

a,  comme  la  forme  cubique  fi^x^y)^  une  racine  réelle  et  deux  ima- 
ginaires conjuguées*  Or^  en  nommant  P',  Q'j  R'  et  P'',  Q*,  R^  les 
détenninauls  iui;r^inaires  conjugués  de  P,  <^),  R  cl  posant  £^=±i, 
oïl  pourra  remplacer  les  inégalités  proposées  par  celles-ci  : 

( Ph-  -^éQ) ( PV  -i eQ' ) (P'-I-  itq")  >  o,    ( H  -  P) ( R  —  P')  {K^  P*!  >  o  ; 

et  alors  les  [îremlers  membres  étant  des  fonctions  symétriques  des 
racines  de  la  forme /'(^,  ^)  pourront  s'exprimer  ratioanellement 
en  a^  Ik  r,  d.  Le  calcul  auquel  on  est  ainsi  conduit  s'eflectue  aîsé- 
ment  si  Ton  observe  que  'h  —  o  est  uu  carré,  et  qu'en  faisant 
i  — ^  o  ::==  y-,  les  trois  valeurs  de  7  sont  données  par  l'équation 

3  — * 


De  la  sorte  un  parvient  au  résultat  suivant  : 

Les  t'ond  liions  nécessaires  et  s  avisantes  pour  qu'une  Jorme 

cubique 

de  déierminani  positif  D  soit  réduite  sont 

4 

Ou  peut^  en  introduisaol  le  eovariant  cubique 

l>  \ifir  ffy       dy  dûpj 

les  présenter  sous  cette  autre  forme 

F(i,  o;  1^(1,  li  I  -+-  D/n ,  o)/(  1,  -it)  >  o, 
F(i,  ijF(— I,  i)-hD/(i,  i)/("i,i)>o. 
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La  question  de  la  réduction  des  formes  cubiques  de  déterminant 
positif  est  ainsi  complètement  résolue,  et  c'est  l'objet  que  j'avais 
principalement  en  vue  dans  cette  Note.  Je  la  terminerai  en  indi- 
quant un  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  la  rapprocher  de  la  ré- 
duction des  formes  de  déterminant  négatif,  où  l'on  se  sert  du  cova- 
ri^ut  quadratique  9=:  (A,  B,  C).  A  cet  eflet,  j'observe  que  le  second 
covariant  r{*  =  (P,  Q,  R)  satisfaisant  à  l'équation 

on  en  lire 

Or,  en  posant 

on  reconnaît  aisément  que  cette  expression  est  de  la  forme 

m(x  —  py)^  -h  n(x  —  yy)^t 

m  et  n  ayant  des  valeurs  essentiellement  positives,  de  sorte  que  •} 
étant  supposée  réduite,  o  se  trouve  nécessairement  dans  le  groupe 
de  formes  également  nommées  réduites,  mais  sous  le  point  de  vue 
pn»pre  aux  déterminants  positifs.  Et  c'est  le  premier  exemple  d'une 
détermination  spéciale  pour  l'une  des  formes  de  ce  groupe,  qui, 
>auf  le  cas  des  classes  principales  et  ambiguës,  se  présentent  tou- 
jours comme  réunies,  sans  qu'il  y  ait  lieu  de  faire  entre  elles  au- 
cune distinction.  On  peut  donc  dire,  en  dernière  analyse,  que 
loute  i'orine  cubique  de  déterminant  positif  ou  négatif  est  définie 
coiume  rf'duite  en  même  temps  que  le  covariant  quadratique 

o=^(A,  B,  C). 
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EXTRAIT  DUNE  LETTRE  A  M.  RORCHARDT 


SUR   LE  RESULTANT 


TROIS  FORMES  QUADRATIQUES  TERNAIRES. 


Journal  de  Crelle,  t.  57  (1860),  p.  371. 


«  ...  En  posant  avec  M.  Caylcy  : 

^  =(a,  6,  c,/,  g,  h)(x,  y,  zy, 

j'ai  cherché  à  exprimer  le  résultant  au  moyen  des  vingt  détermi- 
nants que  donne  le  système 


(A) 


a      b      c     f     g      h     \ 
a'     b'     c'    f    g'     h'   |, 
a'     b'     c'    f     g"     h"  I 


lorsqu'on  prend,  de  toutes  les  manières  possibles,  trois  colonnes 
verticales.  Pour  abréger  Técriture,  je  les  désignerai  ainsi  : 

{abc),     (abf),     {abg),     ..., 

de  manière  que  Ton  ait  par  exemple 


{abc}^ 
le  terme  principal  aôV  étant  toujours  pris  avec  le  signe 


abc 
a'  b'  c' 
a'     b"     c' 


EXTRAIT  D    L'NE  LETTRE  A   M.   BORCHARDT. 


M  Ceci  convenu,  je  distingue  dans  le  groupe  des  vingt  détermi- 
n;ants  les  deux  suivants  :  {agh)  comme  premier  terme  d'un  cova- 
riaul  et  (  bcf)  comme  premier  terme  d'un  contrevariant  par  rapport 
\à\i\  trois  formes  ©,  3',  cp"'.  Réser\'ant  d'en  donner  plus  tard  la  rai- 
«ti>n,  je  me  borne  en  ce  moment  à  développer  les  expressions  de 
ces  deux  formes,  savoir  : 


/  = 


F  = 


T^y 


y^z 


-(b/h) 

^(cfg)\—{abg) 

—  (bch) 

-(b/g) 

xys 

l  -»  (ttcf) 
1  —(egh) 

5' 

-  (  abf) 
-(bgh) 

—  (bcg)    -t-(acA) 
-h{c/h)    -(a/g) 

—  (abc) 
-2(/f/') 

■^(bc/) 
in 

-■(acg) 

-h(abh)    —(bcg) 
-  ^(c/h) 

-i-(ach) 

(ah/)  \-h(ac/)    \—(ab^)\'-(bch)    \-h  (abc) 
'i(bgh)\--  Mcghi^  -xiafh)]-^  '^{bfA- Mfgh)\ 


p  Maintenant,  si  l'on  désigne  parSy*etSF  les  invariants  du  qua- 
trième degré  de  M.  Aronhold  par  rapport  aux  formes  cubiques  f 
r\  F,  le  résultant  sera 

R  =  SF— lOS/. 

M  II  se  trouve  donc  exprimé  au  moyen  des  déterminants  du  sys- 
it'iiie  <  A),  et  Ton  voit  immédiatement  que,  si  l'on  remplace  »,  ©', 


A' 9%       'XJ 


jjl"<p%      v^  -4-  v'o  -4-  v'o", 


il  >e  reproduit  multiplié  par  la  quatrième  puissance  du  détermi- 
nant 


L  drinonslralion  suit  d'ailleurs  du  même  principe  qu'a  employé 
M.  Cavley,  en  remarquant  que,  si  l'on  suppose 


I  d^ 
3  dy" 


tmLVAKS     DK   rjl ARLES    FUUtMtTE- 


U  désignant  une  forme  cul>ifjue,  on  aura 


/-  HU, 


F=^PU<i). 


»  Maïs  il  est  un  autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peul  envisager 
la  détermiaalîon  du  résultant  en  recherchant,  eomiiie  la  fait  le 
premier  M.  Sjlvester,  une  expression  analogue  u  celle  du  discri- 
minant d'unr  forme  cuhique*  Cette  expression  remarquable*  dont 
la  découverte  est  due  à  M.  Aronhold,  étant  GfS'  — T^,  l'analogie 
que  nous  voulons  suivre  eonduil  naturellement  à  essayer  d'ob- 
tenir, par  nipport  au  sjstrnie  des  trois  formes  proposées^  deux  in- 
variants combinants  qui  coïncident  avec  T^  et  S*  dans  le  cas 
particulier  où  o,  o',  o'^  sont  les  dérivées  partielles  d^une  forme 
cubique.  Or  M.  Sylvesler  a  déjà  donné  une  fonction  qui^  dans  ce 
cas,  se  réduit  non  seulement  à  T^.,  mais  à  T  lui-même,  ainsi  Fana- 
logie  est  à  cet  égard  aussi  complète  (pron  peut  le  désirer.  Mais  il 
n'en  est  pas  absolument  de  même  en  ce  qui  concerne  Tautre  terme 
du  résultant  qui,  au  lieu  de  devenir  S^,  se  présente  comme  une 
fonction  linéaire  de  S*  et  T^. 

n  Les  recherches  suivantes  conduiront,  comme  on  le  veulj  à  un 
invariant  combinant  qui  se  réduit  précisément  à  S*;  mais  leur  ob- 
jet principal  sera  surtout  de  tlonner  un  premier  exemple  de  Tex- 
tension  aux  formes  à  trois  ïnfié terminées  de  mélhodes  appliquées 
seulement  jusqu'ici  aux  formes  binaires,  et  que  j'ai  développées 
dans  un  Mémoii*e  du  Journal  de  Maihémaùques  de  Cambridge 
€i  Dublin,  i855. 

)>  Je  rappellera!  d'abord  cette  proposition  dont  je  ferai  souvent 

usage.  Soient  / ^2  P^^J^*-*"  tin  co variant  et  F(6j  ti,  Ç)  un  con- 
trevarianl  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  formes,  en  opérant  avec/* 
sur  F  de  lu  utaniêre  suivante  : 

on  obtiendra  un  contre  variant,  et  si,  d  une  manière  touie  sem- 
blable, on  opère  avec  un  contrevariant  G^  ^QS^t.PÇt  sur  un 

€0 variant  g^  le  résultat    7  Q  ^  a  //  a  ^y  ^^^^  ^^  covariant. 

(^)  VifX^^  |kOur  ces  nûtatioim  le  Iravàit  du  mcmc  auteur  publié  dAtiit  le^  Lraa- 
§iïCiion$i  de  1m  Suciélé  Kuynic  mus  le  tilrc  :  A  ihird  Memoir  upon  Quantic^, 


A 
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»  Par  la  suite,  et  pour  désigner  d'une  manière  spéciale  ce  mode 
(l'opérer  avec  une  forme  sur  une  autre,  je  conviendrai  de  la  nota- 
lion  suivante  : 

5Y 


Supposant  par  exemple  que/  et  F  soient  le  covariant  et  le  contrc- 
variant  cubique,  par  rapport  aux  trois  formes  quadratiques  o,  ©',  o". 
dont  les  expressions  ont  été  données  plus  haut,  on  trouvera 

/  .  F=      (y{a^h)(bc/)-h€,(b/h)(ach)-^G(c/ff)(ahh)-^S(a/sr)(b/ff) 

-  S(hgh)(c^h)  -  S(c/h)  (n/h)  -i(ah/)(acf)  +  .i(^c^)  («6^) 
^  :\(ach)(bch)  —  7A ab/)  (cir^i)  -{-  •i(abg^)(c/h)  -^  'x( bc^)  (a/h) 

—  'i{bch){afg)  -4-  •}.{acf){bgh)-^'3L{ach){bfg)  ^-  i{abc){fgh) 
^H(/ghy  —  (abc)K 

C'est  précisément,  sauf  le  signe,  la  quantité  T  dont  M.  Cayley  a 
donné  un  autre  mode  de  formation,  et  Ton  aperçoit  immédiate- 
ment le  lien  de  cette  expression  avec  l'invariant  de  sixième  ordre 
des  formes  cubiques,  car,  en  supposant 

i  du  ,      1  dV  ,1  dl] 

i  dj-  '         3  df  •         i   dz 

elle  se  réduit  à  l'invariant  du  sixième  ordre  de  U. 
»  Faisons,  en  second  lieu, 

(p  ^:    F  =  /{  -h  mTQ-h  /i^,         ©'  ><  F  =  /'{-f-m'r,  -^/^'C, 
el  posons 


1 
8« 


/  m  H 
r  m'  n' 
r     m'     n' 


ce  diHerniinant  sera  un  invariant  combinant  du  douzième  ordre 
par  rapport  aux  formes  données,  et  si,  comme  tout  à  l'heure,  on 
fait  riiypothèse 

_  I  ^/U  ,1  dV  »__  '  ^^ 

'^~T5^'         '^'^Id^'         '^"'i'dJ' 

on  aura  précisément 

1  =  S3, 


toi 


ceivRES  Di;  t:MAaï-i:s  iiivnîiiTB. 


S  désignatil  rinvariant  du  quatrième  ordre  de  11.  Le  résullanl  re- , 

ialîf  à  o,  ©',  o*^  sera  donc 

6  i  ï  -  T>, 

expression  analytique  qui  réalise,  autant  que  possible,  celte  ana- 
logie avec  le  dbcriniinanl  d^ine  for  oie  cubique  que  M,  S  vives  ter  | 
a  le  premier  reconnue, 

li  Mais  le  fait  qu'il  iuiporie  principalement  de  remarquer,  c'est 
rexîstence  des  trois  contrcvarianls  linéaires  simultanée 

9  ^  F,    o'  i^  F,    f'  ^T  F, 

par  rapport   au   système  des  formes  quadratiques   proposées.  En 
eflet,  si  Ton  en  déduit,  en  transposant ,  la  substitution  suivante  : 

a;^  l\-hl'Y  H-/'Z.      I  =/?iX +  /?«'¥ -T-m'Z,      z  =  n\ -h  n'Y  -^  n'?., 

et,  qu'après  l'avoir  eirectuée  dans  ^^  o\  ©'\  on  désigne  les  trans- 
fonnées  obtenues  par  *|*,  à\  *l'\  on  aura  ces  deux  propositions  : 

M  1**  i,  y,  *y  mnt  h  s  dérivées  par  rapport  à  X,  Y  el  Z  rf*///îe 
même  forme  cubique, 

»  â"  Tous  les  eoejffieients  de  eette  forme  cubique  sont  des  in- 
i?arùints  simultanés  des  (rais  formes  proposées  ©,  o',  ç*. 

»  Ce  second  résultat  offre  le  premier  exemple  de  rextensiou 
aux  fonctions  a  trois  indï'ïe  nui  nées  de  la  notion  des  formes  types, 
que  j'ai  introduite  dans  l'élude  des  formes  binaires  de  degrt^  im- 
pairs et  en  partant  des  covariants  linéaires  propres  à  ces  formes* 
En  second  lieu,  considérons,  en  faisant  abstraction  pour  plus  de 
simplicité  du  dénominateur^  la  substitution  in\erse  de  la  précé- 
deule,  savoir  : 

X  ^  (m' n'-  H'  m"}  .r  ^in'  r^r  M')y  ^  a'  m'—  m' r):^  =r  Lt  ^My  ^Nz, 
Y  =  inm'  -'  mn'')j:  -^  ihi"  —Mit  ïj-^im  t^  lm*)s=  J/^-hM'^-^  N's, 
Z  —  {mn'  —  ttm')3r-h(«r-  in")y^{lm*  —  mt)  z  =  l/jF-hU^y-^-  N'«. 

Ces  trois  fonctions  linéaires  seront  évidemment  des  covariants  si- 
multanés de  ç,  s',  f^j  de  plus 

0  s^^çX-i'ç'Y-ho'Z 
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sera  un  covariant  cubique  et 

jr=  ç(L«-+-  Mv  -f-  ^^v)-l-©'(L'w^-MV^-N'iv)^-9''(I/w-HMV^-  N'cr) 

un  covariant  double,  en  w,  r,  w  d'une  part  et  j:,  y,  z  de  l'autre. 
Or  on  a  la  relation 


dB 


//e 


rfe 


3^  =  W  -| h  V  -j h  «'  -7-  > 


rfa^ 


d\>ù 


^J^ 


c/z' 


5S  =  L?+L>'  +  LY, 
i  ^  =Mo-+-lVro'-f-M>% 

J  a-5  *  *  ' 

Vinsi  les  mêmes  quantités  /,  /;?,  /j,  . . .  se  présentent  dans  la  trans- 
fiirniation  de  variables  comme  dans  la  combinaison  sjzygétique 
par  laquelle  on  ramène  les  formes  quadratiques  proposées  aux  dé- 
rivées partielles  d'une  même  forme  cubique.  On  peut  d'ailleurs 
aisément  les  calculer  par  la  remarque  suivante  :  Nommons  4>,  4>', 
♦'  les  formes  adjointes  de  ©,  ©',  ^"j  et  considérons  le  déterminant 


d^  dç>'  d^' 

dx  dx  dx 

d^  d^  d£ 

dv  dy  dy 

d^  d^  d£ 

dz  dz  dz 


En  le  mettant  successivement  sous  ces  trois  formes 


"n  a  uni 


y  d^        .^p     d^ 
"^   dx  dy 


dz 


..f  d%'        .^^  ,  do'        ^,  d^' 
^  dx  dy  dz 

-  ^  ^  ^"^    d^ 


dz 


Hïfî 


ÙGIJVHKS    DE    t:]l\ltLL^S    IIKIIAIITK:. 


n  L'analyse  précédente  s'applique  tH  jdemiïient  à  Têtu  de  de  deu 
former  cubiques  biaaîres  âiinulianees  el  conduit  a  T égard  de  ce 
fermes  à  des  résultats  entîèremenl  se tnL labiés  a  ceux  quVm  vient 
i\v  voir.  G*eâl  une  extension  nouvelle  donn^'C  ainsi  a  ranalogie 
qu'ont  révélée  les  découvertes  de  M.  Hcsse  et  de  M-  Aronbold  entre 
les  formes  cubiques  ternaires  et  les  formes  biquadra tiques  binaires^ 
et  qui  doit  coin  pi  er,  ce  me  semble,  parmi  les  résultats  les  plus  in- 
téressants de  l'Algèbre  moderne.  Peut-être  pourrais-je  y  revenir^ 
plus  tard,  mais  avant  de  terminer  j ^indiquerai  encore,  puisqu'il  a* 
été  question  |>lus  liautdes  formes  types,  comment  on  peut  étendre 
au  cas  rl'iiu  nombre  quelconque  ii'imiélerminées  la  notion  des 
formes  canoniques  telle  que  je  Tai  donnée  ailleurs  pour  les  formes 
binaires.  A  cet  effet,  j'admettrai  l'existence  de  deux  coi^arianis 
fjuadrrHtqtfrs 

par  rapport  a  la  forme  ou  au  système  de  formes  donné.  Cela  posé, 
k  substitution  linéaire  de  ^,  y,  3,  . .  *  en  d'autres  indéterminées  X, 
\j  Z,  ...  qui  fournira  la  réduction  a  la  forme  canonique,  sera  dé- 
Unie  par  les  conditions 


I 


»  On  verra  aisément  comment  se  présentent,  en  partant  de  lâ^ 
les  propositions  fondamentales  que  j'ai  données  dans  le  cas  des 
formes  binaires. 

»  Paris»  i4  ft*vrier  18G0.  » 


EXTRAIT  DE  DEUX  LETTRES  A  M.  BORCHARDT 

SUR   L*  INVARIANT 

DU 

DIX-eumÈME  ORDRE  DES  FORMES  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ 

ET  SLR  LE  ROLE  QU'IL  JOUE  DANS  LA  RÉSOLUTION 
DE  L'ÉQUATION  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ. 


Journal  de  C relie,  t.  59  (iSOi),  p.  3o4. 


«...  J'ai  entrepris,  en  suivant  la  méthode  de  M.  Kronecker, 
de  creuser  un  peu  plus  à  fond  la  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré Chemin  faisant,  j'ai  eu  à  étudier  Tinvariant  du 

dix-huitième  ordre  des  formes  du  cinquième  degré  qui  joue  un  rôle 
fondamental  dans  la  marche  que  j'ai  suivie.  Peut-être  vous  intéres- 
sera-l-il  de  connaître  comment  il  s'exprime  au  moyen  des  racines 
x^^  X|,  -Tj,  jTj,  Xs  de  la  forme  représentée  par 

Voici  le  résultat  que  j'ai  obtenu.  Soit,  pour  abréger, 

(m/l)  z=z  Xm  —  ^nj 

on  aura 

=  a»V(oi.wo4)(3?.>-+-ro2Xo'i)(i4);;(oi)(o2)(43)-+-(o3)(o4Xi'0;i(»>iXo3)(42)4-(o2)(oO 
x,{i-2KioX43)-^^>3)(i4M-2o);;(i2)(i3Xo4)H-(ï4X»oX23);;fi2Xi4Xo3)-i-(i3Xio)ri'î) 

x,(23Xï<Ko4)-f-(24)«'^o){3i):;(23X-;»4Kio)+('2oXai)(34);;^5i3X-^,o)fi4)-+-(24XaiMo3) 
x':^4K37,^(Io)-^(3oX3l)(42);!(34X3o)(2I)^-^3IX32X4o)!i(34X3IX•2")-^(3oX3a)^I4) 
x:(5oK43)<'AUH-(4iX4tiXo3)::(4o)(4iX32)-+.(42X43Xoi);;(îoX42)(3i)-4-(4iX43Xîio) 

F>e>  quinze  facteurs  ont  été  réunis  trois  à  trois  de  manière  à  former 
rinq  produits,  symétriques  chacun  par  rapport  à  toutes  les  racines 


I«^  œtVRES  DE  CHARLES  IIERUITE. 

moins  une.  Le  produit  total  est  donc  bien  symétrique  par  rapport 
à  toutes  les  racines,  et  l'on  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement 
qu^il  représente  un  invariant,  car  il  ne  change  pas  quand  on  rem- 
place les  racines  par  leurs  inverses  et  qu'on  les  augmente  d'une 

même  quantité 

»  Désignons  par  Xq,  X,,  Xj,  X,,  X»  les  cinq  produits  de  trois 
facteurs,  dont  se  compose  l'expression  de  l'invariant  1,  de  sorte 
que 

Xo  =     !  (oi)  (o4  )  (  3-.>.)  -+-  ro2)  ro3  )  (  M  )  ; 

X  l(oi)(o3K43)-4-{o3)(o4)(iJt):;(oiUo3)(49.)-^(o2)(oO(3i);..v 

(m  peut  écrire 

l  =  a'»\oX,\2\,\i, 

et  \f(  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  seule  racine  x/(, 
(IcUi  posé,  les  quantités  suivantes  : 

;:o  =  ««Xo(iu>(i3)(i4)(23)(24)(3iK 
5,  =a«X,(23)(24)(9.o)(34)(3o)(4o), 
5,  =  a«Xj(34;(3o)(3i)(4o)(4i)(oi), 
Z3  =  a«X3(4o)Ui)(4-2)(on(o>.)(i2), 
i;4  =  a«X4(oi)(o2)(o3)(i2)(i3)(->.3), 

Hcixmt  elles-mêmes,  sauf  un  facteur  qui  est  la  racine  du  discri- 
minant, des  fonctions  rationnelles  semblables  de  Xq^  Xt,  ...,  car 
on  peut  écrire,  par  exemple,  en  représentant  le  discriminant  par  A, 

.y  ^ 


(Ol)(02)(o3)(Oi ) 


riî  qui  CHt  évidemment  une  fonction  rationnelle  de  Xq.  Or,  l'équa- 
tion du  cinquicme  degré,  dont  les  racines  seront  ces  quantités  s©, 
5i,  ...,  aura  pour  coefficients  des  invariants,  et  sera  de  cetle 
fonrMr 

I.  H  M  étant  du  douzième  et  du  seizième  ordres  et  I  du  dix-hui- 


LETTRE  ADRESSEE  A  M.  LIOUVILLE 


KUR  LA 


THÉORIE    DES    FONCTIONS   ELLIPTIQUES 

ET   SK8 

APPLICATIONS  A  L'ARITHMÉTIQUE. 


Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences j  t.  LUI,  i86r  (  II),  p.  21  î 
ti  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  2*sér.,t.  VII,  1862,  p.  25. 


«  Depuis  noire  dernier  entretien  sur  les  questions  arithmétiques 
qui  sont  l'objet  de  vos  rcclierches  et  où  vous  m'avez  donné  un 
nouvel  exemple  de  la  grande  fécondité  des  méthodes  dont  vous 
conser>ez  le  principe,  je  pense  avoir  réussi,  dans  une  certaine  me- 
sure, à  donner  satisfaction  à  un  désir  que  vous  m'avez  plusieurs 
fois  exprimé  relativement  aux  beaux  théorèmes  de  M.  Kronecker 
sur  les  nombres  de  classes  de  formes  quadratiques.  Ces  théorèmes, 
qui  semblent  par  leur  nature  devoir  naturellement  entrer  dans  le 
cercle  de  vos  études  sur  les  fonctions  numériques,  restaient  cepen- 
dant comme  isolés  et  appartenant  à  un  ordre  d'idées  très  distinct 
où  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  dans  les  fonctions 
elliptiques  paraissait  seule  pouvoir  donner  accès  Les  démonstra- 
tions du  P.  Joubert  découlent  en  ellctde  cette  théorie  où  la  notion 
de  classe  de  formes  quadratiques  s'oUVe  de  la  manière  la  plus  né- 
cessaire et  joue  le  rôle  le  pbis  important.  J'attache»  11  ces  démons- 
trations un  grand  prix,  car  elles  éclairent  et  étendent  la  théorie 
arithmétique  des  formes  en  montrant  (|ue  les  théorèmes  donnés  il 
jr  a  si  longtemps  par  Gauss  sont  autant  de  propriétés  des  fonctions 
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t>lliptic|ues^  et  elleë  ajoutent  un  des  plus  remarquable^»  exempl 
de  cas  lien^  cachés  qui  réunissent  l'unalyse  Iranscendauie  k  Farit 
Eiiétîque>  En  parvenant  par  une  autre   voie  à  ces   théorèmes  d 
M<  Kroneckcr,  c*est  à  Tordre  d'idées  qui  vous  appartient  que 
pense  le§  avoir  rattachés  de  la  manière  la  plui*  directe,  et,  si  je 
me  trompe,  dans  le  sens   même  de  vo^  prévisions^  car  la  no  tin 
arithmétique  de  classe  se  trouve  remplacée  par  Tidée  heaucou 
plus  simple  et  plus  élémentaire  des  formes  réduites. 

M  Je  suis  parti  des  identités  que  fournit  le  développement  dei 
quotients  de  haletions  8,  eu  séries  simples  de  sinus  ou  de  ciisinus,| 
et  dont  Jacohi  a  montré  le  premier  la  grande  importance  en  décou- 
vrant de  cette  manière  l'expression  du  nombre  des  décompositions 
d\in  entier  en  tjualre  f  arrés  par  la  somme  des  diviseurs  de  cet  en* 
lier-  Une  extension  fort  simple  de  ce  procédé  consiste  à  considérer, 
au  lieu  seulement  de  sinam^,  cos  amx;,  Aam^:,  les  produits  de^ 
ftmctions  doublement    périodiques  par  des  puissances  de  quan- 
tités B^  c*est-H-dIrc  des  expressions  ayant  la  période  4  ^^î  *^i   ^^ 
multipliant  par  un  facteur  exponentiel,  lorsqu'on  ajoute  2ilsJ  à  l 
variable. 


î>  En  faisant  :;  ^;  -^^-  et  posant  avec  Jacolu 


B  (i)  ^  ]  —  iq  cos"2^  H-  i^^  co&4^  —  ■i'7'"'  l'osG^r  -*-. 
H  ( -B )  =  ay/^  sin  j?  —  ay  ^*  sin 3 a?  h-  -iij  ^**  sin  'iar  — ,  - 
Bt  {  s  }  =^  l  -h  nq  COS IX  H-  3^*  C0S4  Jt  -h  ly*  costi^  -h  * 


i 


lltiz) 


1\  q  Ctisa?  ' 


*i\  y*  cosi  j" -h  ay-g"  C06  5a?H-, 


de  sorte  qu'on  ait 


i      H(5) 

sin  ara^  =  — ^  -- — j       trosani^ 


A'  Hi(^f 


m^d^) 


les  plus  simples  de  ces  fonctions  seront 


VA) 


^K^}  «(-)  e(.-) 

iHm      iifii)      B}{z) 


%{z)         ftu>         e(i> 
Si  on  les  développe  eu  séries  de  sinus  et  de  cosinus,  on  trouvera. 


I 
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pour  les  premières. 


-:-  sin7x\  g^*  (i  -+-  27-»  —  yg-^  h-  29-») 

-«- 5in(2n-i- I  >x\  7^*'«-^*-^(i-r-27  *-f-2  7  *-+-..  .-h  t^  «'). 

—  cos3x\  ^•(i  —  27-'  ) 

-H  cos5x\  7**  (I  —  29-*  -h  2^"*) 

—  cosyx\  g^*{i  —  29-*  -h  27-*  — 29-  •) 

'      >   ^  L     -+-2(—  l)"9"  J 

V  57  — ëTT) — ■  =sin2X7('n9-v 

-+-  sin4x7*(2\  ^-'-î-  a\  7"  ') 

H-  sin6x7'(2\'7-*  -}-  '«V  7  '-^  2\  <7~**) 

H-  siii 8x<7**  (2  \  7-*  -h  7.  \  </-  »  -f-  2  \  f/-**  H-  2  \  </-*»  ) 


H-  sin2/iX7«'(2\  <y-*  -i-  2  \  7"'"^-  •  '"^  '^-\  Y~^'"~*")- 


<^>uaiit  aux  secondes,  introduisons  la  fonction  suivante  : 

Z.  J-»  =  co>2j?7(2v  <7-') 

—  coî>  4^7*  (î  Vy~*  —  '^  V  7  '  ^ 

—  cos 8 X7>« (2  \  ^  —  2  \  y^ -f-  2  \^Y^"  —  i  \  V"**) 

—  «  —  I )«  cos2/iX7«'[2  V  y^  —  '^  \  7^  -Î-. . .—  2(—  i)«  yV/-t««   1'], 
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et  ces  constantes,  savoir  : 

.  —  i  —  t—  i,  -(îm-4-i;(î/ii-»-») 

.  —  .  —  . ^ —  J  f.î/ii-Hi;( 

c=  i  +_z!_  +  _z^^j^-^...=i+y^ 

4  i-H^*       i-f-7*       i-T-</*  1      -^J I  • 


ou  encore 


m  =  I 
4  -n       V         ^J"'' 

-dm-»- 11' 

^  -  P        '  *  -    .    V  ^   . 

V7G  =  -v^  +  2-7T^' 


elles  donnent 


—  sin  ami  H  (z)=  ^ ^,    /  =  Aec;;)  — 8  (o)Z, 

—  cosiim5lI,(5)=  21-^^^  _L_y!  =  Be(;;)-e,(o)Z, 

ii    Aam.e,(.)=i^     1^   =Ce(.,-H.(o)Z. 

»  Ce  second  groupe  de  fonctions  se  distingue  essentiellement 
du  premier  par  la  présence  des  fonctions  complètes  A,  B,  C,  dont 
voici  le  caractère  arithmétique.  Désignant  par  n  les  nombres  en- 
tiers ^3(mod4)>  on  aura  d'abord 

le  coefficient  a„  étant  la  somme  des  valeurs  de  l'expression 

d-\ 

en  prenant  pour  d  tous  les  diviseurs  de  n  inférieurs  à  sa  racine 
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ijirre ;  nous  le  représenterons  ainsi 


t 


Faisons  ensuilc.  en  supposant  n  pair, 

« 

•  Si  Ton  désigne  par  d  les  diviseurs  impairs  de  n  inférieurs  à  sa 
rjrine  carrée  et  par  rf'  les  diviseurs  impairs  plus  grands  que  sa  ra- 
cine rarrée,  on  aura 

'  \  oici  donc  deux  nouveaux  exemples  de  ces  parties  de  fonc- 
tions que  Kronecker  a  introduites  en  arithmétique  et  qui  s'offrent 
-ous  un  point  de  vue  si  différent  dans  les  reclierches  délicates  cl 
pmfondes  de  ce  savant  géomètre  sur  les  modules  qui  se  rapportent 
é  la  multiplication  complexe.  Par  cette  nouvelle  origine,  elles  se 
trouvent  rattachées  de  la  manière  la  plus  immédiate  à  l'ensemble 
*le\os  travaux  sur  les  fonctions  numériques,  et  peut-être  même  ne 
M*rd-t-il  pas  impossible  de  définir  par  des  équations  différentielles 
le*  fonctions  qui  leur  donnent  naissance  en  partant  de  ces  cxprcs- 


■'  Je  remar(|ue  encore,  comme  un  nou\eau  trait  de  la  dislinc-- 
linii  à  établir  entre  les  fonctions  (i)  et  (  >.),  que  la  quantité  Z(./), 

<|iii  donne    V    et   B  en  y  faisant  ^'  =  o  et  x  z=  -^,  conduit,  pour 
j---  -,  à  cette  relation 


H.  -     II. 
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dont  le  développement  a  la  forme 

Le  nombre  n  est  ^  —  i  (mod 8)  ;  A',i  est  la  somme  des  quantités 


2 


pour  tous  les  diviseurs  de  n  inférieurs  à  sa  racine  carrée,  c'est-à- 
dire  encore  une  partie  de  fonction.  Au  contraire,  dans  ces  cas  et 
d'autres  analogues,  les  développements  des  expressions  (i)  ne  con- 
duisent jamais  qu'à  des  fonctions  numériques  complètes. 
»  Après  ces  deux  groupes  de  fonctions,  la  suivante  : 

pourra  servir  d'exemple  du  cas  le  plus  simple  qui  s'offre  ensuite 
dans  la  série  des  expressions  obtenues  en  multipliant  par  la  pre- 
mière puissance  d'une  des  quantités  0,  une  fonction  doublement 
périodique.  Elle  donne,  en  désignant  par  <v\5>  une  constante,  ce  dé- 
veloppement 

K,  /IFk  UHz)e^(z) 

—  cos 4 xq^  ( V  9=^ -4-  3  \/^) 

—  cos()X<79  (\  7^  -f-  3  \/q^  -+-  5  y  P") 


L       -f-(2/i— i)vV««-i)»j 


»  On  doit  donc  encore  regarder  «Jl,  comme  une  fonction  com- 
plète, dont  la  valeur,  sous  une  forme  analytique  toute  semblable  à 
celle  de  A,  B,  C,  sera 

»  Mais,  tandis  que  A,  B,  G  se  rapportent  sous  le  point  de  vue 
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dritliiiictiqiie  aux  fonctions  des  diviseurs  des  nombres,  ti.,  comnie 
\iKi>  allez  \oii\  conduit  aux  fonctions  qui  expriment  le  nombre 
»i«'>  classes  quadratiques  pour  toutes  les  formes  de  déterminant  —  /i, 
/*  étant  ^  3  (  mod  4). 

»  Pour  le  démontrer,  je  regarde  l  expression  —      ;  ■ —  comme 

[f.  produil  de  ces  deux  facteurs 

lljOOiiCJ  11(5)  /7     . 

*ir  non*»  a\ons  trou\é 

/Iv'    II(  5)H,<  5  )  i     - 

I  •   —  —  Mil  .ri  f/ 

-r-sirrj.r\  <7*  (i -i- '2^"' ) 

=  ^  siii  (a/t  -i-  I  )  JT  \  q^-'t-\^  X    7   7~"S 

le  ni»mlire  a  de\ant  prendre  les  valeurs 

a  =  o,     -b  I,     zh  -ji,      . . .,     :'-  //. 
4't  l'on  a 

i7k  11(5)  \(i  .    .,       v'^V*  .       /t* 

-      6  «  5  ;  I  —  </  I        //"^  I  —  </* 

dr  '.orte  qu'en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  séries,  on 
de\ra  précisément  relondjer  sur  le  déxeloppement  ci-dessus  de 

>.T.y      T.  iiHz) 

On  trouve  ainsi,  en  se  bornant  au  terme  constant, 

riprftssion  qu'il  est  ais<-  de  déxcloppcr  suivant  les  puissances  de  y 
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en  remplaraiit  la  fraction 


|»ar 

/>  closi^uant  tous  les  nombres  entiers  de  réro  à  riofini.  En  p«>9anl 

et  désignant  \vxv  F{N)  le  nombre  de  fois  que  celle  ëqu^lion  aura 
lieu  pour  une  \aleur  de  j\,  en  supposant  n  et  b  entiers  el  p>>itifs. 

<t  eouipris  dans  la  série 

o,     iti,     ±21,     ...,     zr  w. 
on  aura  éxidenuneni 

-  iVei  pONe,  j\d)serve  que  la  valeur  de  N  repr^?^nter*  tou>  les 
uoiiiluvs  entiers  :  l\  mod  4,  et  qu'on  peut  récrire  Je  ct's  trois  nia- 
iiièrex,  en  faisant  eorrespondre  à  chacune  d'elle>  une  fomie  qua- 
dratique de  détt^nninanl  —  N,  savoir  : 

\  \      rui      i)(';i/h-46-h3)  — 4«-- 

^  N    M  •/!   I- 1)(  |/i -t-4^ -^  4  —  4«  »—    î"  —  i  —  î««  -- 
\  {Ui'ii,     Min -4-1  —  'ia,     in  —  ^fr—  4— îa.. 

\  \'yiH      i)(4n-H4^ -^4  —  4«  — .  »«  —  I— »«i'*. 


II. 
III 


•    Vw  eundo\ant  la  première  pour  les  \jileur^  de  ci  inférieures, 

ib^haetion  l'aile  du  signe  à  la  limite^ b  l\Mrme  quadratique 

K  oite^pondaule  représentera  toutes  les  f*>nne*  réduites  de  déter- 
uiiu«iul  N»  où  le  eoeflicient  moven  est  pair,  et  qui  sont,  par 
louM'quenl,  de  Tordre  proprement  pri  mi  tit\  chacune  d  Vil  es  étant 
puM"  une  ^eule  lois.  Les  classes  ambiguës  sen>nt  renfermées  dans 
\  e  piv  lier  groupe  el  correspondront  à  <i^oi  Gaus^^.  Rech,  arîth., 
p    iSS\.   IViur  les  valeurs  de  a  qui  \onl  de  la  limite  inférieure 
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— : — à  la  limite  supérieure  /i,  nous  emploierons  la  seconde  ex- 
pression en  leur  attribuant  le  signe  -h  et  la  troisième  en  leur  don- 
nant le  signe  — .  On  aura  ainsi,  deux  fois  répétée,  une  série  de 
formes  (/>,  </,  /•)  de  déterminant  — N  où  se  trouvent  satisfaites  les 
conditions 

7>o,     'JL(/<p,     >.q<r. 

»  En  permutant />  et  r  lorqu'on  aura  p  >•  r,  cette  série  donnera 
iouie>  les  formes  réduites  de  déterminant  —  N  où  le  coefficient 
moyen  est  impair  et  positif,  l'un  des  coefficients  extrêmes  étant 
ausiii  un  nombre  impair.  On  doublera  leur  nombre  si  l'on  y  joint 
les  formes  opposées  (/;,  —  y,  /)  qui  en  sont  distinctes  et  appar- 
tiennent H  des  classes  différentes,  puisqu'il  n'existe  point  de  formes 
ambiguës  ayant  un  coefficient  moyen  impair.  Par  conséquent,  à  la 
totalité  des  deux  séries  de  valeurs  positives  et  négatives  de  a  cor- 
respond exactement  la  totalité  des  formes  réduites,  proprement 
primitives  du  déterminant  — N.  Ainsi  la  fonction /'(N)  qui  s'est 
ofl'erte  d'abord  comme  la  somme  des  nombres  de  solutions  des 
équations  1,  Il  et  III,  reçoit  cette  nouvelle  et  importante  signifi- 
«iilion  aritlimétique  de  représenter  le  nombre  des  classes  propre- 
ment primitives  de  déterminant  —  N.  L'équation 

♦-ïixisagée  sous  ce  nouveau  point  de  vue,  montre  l'importance  de 

I^  ffiuction  complète  de  l'expression  —      J        et  va  donner  très 

diséïiient  Tun  des  théorèmes  de  M.  Kronecker. 
•  .b*  fais  pour  cela  x  =  o  dans  l'équation 

'THi  U^(z)St{z)       ,  ^  ,  4 — : 


h      />kK 


—  cos ()  J'y»  i\  q   ï  -f-  "5  \  y   '^  -f-  î  \^q~''*) 


L'  premier  membre  s'annulanl,  on  voit  immédiatement  que  le  se- 
cond membre,   ordonné  suivant  les  puissances  de  y,  donne  une 
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srri<*  «Innl  le  l(»i*me  j'rnéral  esl 

•/'  r, 

l/ex|)o>ant  N  esl  ^^  l\  (mod4),  \]  d'  représente  la  sf)mine  des  di- 
viseurs de  iN  supérieurs  à  sa  raeine  carrée,  et  >  d  la  soninie  des 
diviseurs  qui  lui  sr>nl  inférieurs. 

)»  Le  roeffieient  de  7*  est  donc  précisément  la  fonction  désignée 
par  ^'(jN)  et  définie  dans  le  Mémoire  de  M.  Rronccker  au  moyen 
de  la  relation 

Kn  employant  celle  notation,  on  pourra  donc  écrire 

et  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  cocOîcients  d'une  même 
puissance  de  q,  on  trouvera 

F{  N  )  —  7.  F(  \  —  •>.'  )  -f-  •>.  f '(  N  —  42  )  -h . . .  ^  '2  Fi  N  -  -  i  A*  )  =  »  n'(  N  ). 

Or  cette  relation  est  donnée  en  ajoutant  membre  à  mend)re  \c> 
écpiations  (V)  el(  VI  )  du  Mémoire  de  M.  Kronecker,  et  obser\ant 
(pie  la  fonction  s  (m)  (pii  y  ligure  s'évanouit  pour  m  =  N==  3  (inod  4). 
»  D'autres  tbéorèmes  résultent  d'une  détermination  diflTérente 
de  -V..  Kn  pnMuier  lieu,  je  fais  le  produit  des  deux  séries 


Si(z)  =  I  -h  f.f/  «•(►sa»/'  -i-  ig^  cos.i.r  -h  -ig^  r.onGx  -h. . ., 


\\-{Z)        x?      ''7"                             7                   ,        '^7' 
=    >    = —  c<  »s  •>.  .r  — - —  —  co'i  i  jr ' —  • 


qui  donne  pour  le  terme  constant  dans  le  second  membre  Tex- 

pression 

^      ng"  ^  nf/"^  '  '*- 

JmÀ  l  —  q-"       \^  I  —  7*"  * 

»  Ce  même  terme  s'obtenant  aussi  en  intégrant  entre  les  limites 
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1» Tf>  el  K  le  premier  membre,  on  aura 

et,  par  conséquent, 

1      /-xkK    ,.    _  ^      n(j"  ^   n g *''-*-" 


Nul 


^i(n)  représentera  la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  n  dont  les 
conjugués  sont  impairs  etWi(n)  la  somme  de  tous  les  diviseurs 
nuiindres  que  y^/i  et  qui  ne  sont  pas  de  même  parité  que  leurs 
conjugués.  Ainsi  pour  n  impair,  ^^{n)  coïncidera  avec  la  somme 
de  tous  les  diviseurs  que  M.  Kronecker  nomme  ^(ai),  et  ^"1(71) 
>era  nul.  Cela  étant,  Téquation 


donnera  ce  nouveau  théorème  où  n  est  quelconque  : 

/'(4/i-i)-HF(4n-3«)-h...-f-F[4/i  — (2a-h  iy]=^i(n)-^\(n). 

t>  Je  considère  en  second  lieu  le  produit  des  développements 
d«r  H(5)  et  de  la  dérivée  de  cosam^,  à  savoir  : 

11(5)  =  2^/7  sina?  —  2y  7*  sinJor  -H  2y  7**  sin  5.r  — . . . , 

vXÎTM   i\(z)ei(z)  v^  ^i/q^     .    .,  îi/^    .    , 

;: —  — 7- — î-^ — -  =        ^     sina?H ï^-^  sin  ij-  H î^^-:  siii  ):r-i- 

T.-  tt'(-)  »-*-7  i-H<7'  !  —  (/•» 

Kn  opérant  de  même  on  trouvera 


œi^vnits  Di:  t:iriRLK.^  ir ermite. 


iL 


un 


pose 


2<- 


I)' 


(5/1  H-  r)<7 


i9N-4-jHi^i+ai 


i-î' 


-2- 


I) 


^^\(N)q^ 


N  représentera  tous  les  noitibre^^  entierâ  ^  3  (mod  |)  et  ^''a^N)  Ih 
^onime  des  diviseurs  de  N  mférîenrs  k  la  r»cine  carrée-  L*équation 

donnera  par  suite  ce  trûlsième  ibéoivme 


i'\\)—^j^Fi\  —  A') 


N  —  l 


-ha(-i>*/'^(\-.U'*)=^(-i)  *   ^t{N)  =  (~t)  * 


«|»(\j  —  M*r  \  ) 


»  FjC  temps  me  manque  en  ce  moment  pour  donner  le  sysleine 

rtimplel  de  loole-iî  les  rr]:ilîoii!^  dp  €elte  nalure,  et  inVccuper  de?; 
Hutres  théorèmes  de  M.  KroueL-kei-  vl  de  reiix  ou  le  P.  Joubert(*) 
a  introduit  des  fonctiims  ïiujih  riques  distint  tes  des  précédentes. 
J^ll]rais  surtout  ît  retrouver  cette  relation 

ijin  sans  doute  doit  résulter  de  combinai ^^o us  où  entre  la  fo notion 
-~r^  -  M,  Krontïtker,  en  la  donnant  tomme  T  ex  pression  analy- 
tique d*un  de  ses  théorèmes,  avait  Itien  iHidemment  pressenïi  la 
srgniiit^iition  qu'elle  recevrait  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et,  a  t  ei  égard,  je  ne  puis  trop  admirer  la  pénétra  tin  n 
dont  il  a  donné  la  preuve* 

))  Vous  m'avez,  aussi  plusieurs  roi  s  purlo  de  ht  décomposition 
ties  nombres  en  trois  carrés;  dans  le  cas  où  il  s'agit  des  nombre» 
^  3  (mod  8)j  et  où  les  carrés  sont  tous  impairs^  voici  comment  on 
trouve  le  nombre  des  décomptïsitions, 

»  Soit  Xi  ce  que  devient  el»  par  le  t  hangcment  de  q  en  —  ^/;  eu 
posant  pour  un  instant  ê  ^  \  —  k  on  aura 


^t  "  t  JL 


-  ^2  ^'^'^^-*-  * 


)7 


(^)  Voir  C*  /?.*  i.  L,  ïSiki  (I),  p.  77}  cl  auiv. 
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Or  on  obtient  aisément  la  valeur  du  premier  membre.  Introdui- 

•>  K  j* 
sons  dans  l'intégrale  x  au  lieu  de  5  =:  >  ce  qui  donnera 


Gomme  en  changeant  gr  en  —  q^  les  quanti trs 

-^»    l/-::r"'    ®(-^     "<-N    ♦^«^-^ 


deviennent 


—3:—»    ^l/-:^»    *^i<-.),    sH(-j,    B(5), 
un  aura 

:: 

Mais,  par  la  substitution  de  -  —  x  à  x^  l'intégrale  se  change  en 
celle-ci  : 

*l'où  résulte 


as. 


et,  par  suite,  à  cause  de  £*  =  —  i , 

Or  on  a 

H*<^)-f-A''H}r;;)  =  A-e*(;:), 

il  s'ensuit  que 


«t  l'on  en  conclut  la  relation 

^^F{%n^  3)  çr^T-  =  (  ^*  -  _^.  ^v-  ^  V  7«  -4-. . .)', 


«  •  ^  Un -4- 3 
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qui  esl  l'expression  de  (^e  théorème  aiitliinétiqiie  que  le  nombre 
des  représentations  d'un  entier  N^3  (mod8),  par  la  forme 
X'  -\-y^  H-  c-,  en  supposant  x^  y\  z  de  même  si<i:ne,  esl  précisément 
é^al  au  nombre  des  classes  quadratiques  du  déterminant  —  M  pour 
lesquelles  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair. 

»  Quant  au  cube  de  4/  -^  ou  B,  (o),  il  est  donné  sous  une  forme 

singulière,  et  dont  je  n'ai  |)u  suffisamment  aj)profondir  la  signifi- 
cation en  faisant  J7  =:  o  dans  ré(|uation 


On  obtient  ainsi  immédiatement 


7  {2w-i-i)<Jm-t-3. 


i/(^)"=»<">(-^2:^)-'".(.)2'- 

Je  laisse  donc  de  côté  ce  résultat  et  d'autres  du  même  genre  pour 
vous  indiquer,  en  terminant,  de  quelle  manière  je  conçois  la  liai- 
son de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dans  ses  applications  à 
rarithméti([ue,  avec  vos  recherchées  générales  sur  les  fonctions  nu- 
méricjues. 

»  Je  considère  pour  cola  les  dé\eloppements  suivant  les  puis- 
sances de  y,  de  sinam:;,  cos  am  :;,  Aamc,  et  je  remarque  qu'en 
posant 

—  sin  amj=^  H,,./-    , 

—  Aainw  =  n-^  T;i7«, 
on  a 

les  sommes  s'étendant  à  tous  les  fliviseurs  d  du  nombre  impair  n 
et  à  l'égard  de  la  fonction  T,  si  Ton  pose 

n  =  a^N, 
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N  étant  impair,  et  qu'on  désigne  par  cl  les  (ii\iseiirs  de  A,  on  aura 
S4*mblablement 

N  — // 


T„  =  V(— I)    *    co'i2''+»rfx. 


Ihi  retrouve  donc  ainsi  les  fonctions  numéri(pies  cpii  s«'  sont  si 
souvent  présentées  dans  vos  recherches. 
»  Soit  encore 


ri  désignons  par  d  et  rf'deux  diviseurs  conjugués,  dont  le  produit 
>oit  /t,  on  aura 


*     cos j-, 


^-=;2;-^-'  ^''=;2(-)'' 


les  sommes  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  n  qui  est 
=:  I  imod-i)  et?  en  dernier  lieu. 


.    d-\-d' 


\V„  =2  sin  — - 

/r  étant  ^  —  i  (mod  4).  On  reconnaît  ainsi,  au  point  de  vue  arilli- 
iiiétique,  l'analogie  des  nouvelles  fonctions  avec  les  anciennes, 
••l  ru  même  temps  leur  différence  qui  consiste  en  ce  qu'un  divi- 

^UT  d  est  remplacé  par •  On  ne  voit  point  encore  d'ailleurs 

^'offrir  de  parties  de  fonctions,  mais  elles  se  présentent  en  faisant 


Z(:r)  =^  C/17^''. 


lJan>  ce  ras  n  est  ^  —  i  (mod  ^),  et,  en  supposant   d<^d\  on 
lroij\e 


;„=.,2(_,)' 


"tJ.         d  +  ef 
*      cos X, 
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la    somme    m»  <'omprenant  que  les  diviseurs   rf,    qui    sont    infé- 
rieurs à  ^n. 

»  J'espère,  mon  rher  confrère,  que  vous  n'oublierez  pas  in'avoir 
aussi  promis  une  Lettre  arithmétique  qui  soulève  un  peu  le  voile 
dont  vous  vous  «Mes  jusqu'à  présent  recouvert.  Si  vous  le  jugez  à 
propos,  j'aimerais  bien  que  celle-ci  filt  publiée  dans  votre  Jour- 
nal, où  je  la  ferai  suivre  de  plusieurs  articles  sur  divers  sujets  qui 
s'y  rallaclient  et  qu'en  ce  moment  je  suis  obligé  d'îijourner.  » 


NOTE 


U  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Elirait  de  la  <>•  édition  du  Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral 
de  Lacroix;   Paris,  Mallet-Bachelier,  18G2. 


On  donne,  comme  on  sait,  le  nom  de  fonctions  algébriques 
au\  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  variable,  aux  quotients 
A^  ces  polynômes  et  aux  racines  des  équations  dont  le  premiei' 
memlire  est  une  fonction  entière  par  rapport  à  Tinconnue  et  à  la 
variable.  Les  fonctions  que  l'on  appelle  transcendantes  sont 
toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  la  définition  que  nous 
venons  de  rappeler,  par  exemple  les  exponentielles  et  les  loga- 
rithmes, les  sinus,  cosinus,  tangentes  d'un  arc  de  cercle,  ou  les 
ans  sinus,  arcs  tangentes,  etc.  Les  fonctions  de  fonctions  que  Fou 
obtiendra  par  des  combinaisons  algébriques  de  ces  premières 
transcendantes  seront  encore  évidemment  des  fonctions  transcen- 
dantes, et  Ton  volt  ainsi  comment  on  peut,  quoique  sans  utilité, 
<'Q  multiplier  Indéfiniment  le  nombre.  C'est  en  quittant  le  champ 
<lc-  l'Algèbre  et,  en  quelque  sorte,  dès  l'abord  du  Calcul  Intégral, 
«junn  est  amené  naturellement  et  sans  efl'ort  à  l'origine  véritable- 
ment féconde  d'une  infinité  de  fonctions  nouvelles,  (lisliucteî> 
e5>eulielleiiienl  les  unes  des  autres,  offrant  pour  chacune  d'elles 
lui  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  même  temps  que  des 
raracléres  communs  qui  les  réunissent  en  grandes  catégories,  et 
dont  1  étude  approfondie  est  l'un  des  objets  les  plus  Intéressants 


<lr  1*1   Sriéiic€  ïn^ltielle.  Deux  geomrlres  illuslrr**,    Viiel  el  Jacobi 
ont  ciUiu^lii-  leà  preiiïîerïi  la  gloire  de  leur  nom  a  cette  tliide, 
pusant  les  foiiJenii*iiB  de  la  lliuurie  des  transcendantes  à  dij 

féren  t te ites  a tgé bi  iq acs ,  t Um  t  les  I oga rî  t h  j n e s  /  ^  ^  e 1 1  es  a  vvû  « 

*  fonnenl  les?  t€?nnes  les  plus  sîuiplei»  el  les  plai 

i'IëmeiitaireSi  Après  les  logarilluaes  et  les  arcs  de  cercle,  ce  sou 
les  fonctions  cUiplif/itc^  auxquelles  (iooue  naissance  rélude  de 

i  nié  K  i  >i  les   /     .._-,_ "'  î  q  u  i  u  1 1  \  rt-  ni  la  se  1 1  e  d  es  no  u  ^  ell  ti 

JVmelÎMns  cl  en  [îré^enlenl  le  preiuler  terme.  Ce  seront  cellc?^  atixJ 
«pielles  sera  consacrée  cette  N*îtc,  et  dont  on  va  essayer  de  don  nef 
une  preaïière  idée' en  prëseatant  l'esquisse  de  leurs  caractères  les 
pluâ  saillanls. 

Propriétés  communes  aux  fonctîonâ  circulaires  et  elliptiques 


En  rappelant  tout  a  Theure  la  dé  li  ait  ion  des  fondions  algé- 
Iiriques,  nous  avons  dît  i|ii'elk's  eomprenaienl  d'une  (>art  les_ 
polynômes  et  les  frac  lions  ralionnelles,  et  de  rautre  les  raeines  d< 
éi|ualJons  F(y,  a:)  ^  Of  dont  le  premier  mendirr  f*st  rationnel 
entier,  par  rapport  a  la  variai  île  et  à  T  inconnue  y.  Dans  !e  p 
mier  cas,  les  fo!ictloii*i  ne  ^nn\  suîîceptlbles  que  d'une  seule 
unique  valeur  pour  loulc  valeur  réelle  ou  iniagînaire  de  x,  lundis 
que  dans  le  second  elles  ollrent  a  nia  ni  de  dé  termina  lions  qu'il  \  n 
d  unités  dans  le  de^ré  <le  Téqualiou  supposée  irreduetilde  el  tjui 
sert  a  les  définir-  Une  différence  du  même  genre  se  montre  ent 
l«*s  Iransrenilantessimples,  sînj%  cos.r,  tang^  etarc  sinjr,  arccosj 
arc  langer,  les  premières  ressemblant  au\  poljTiomes  el  uu\  fmc 
lions  rationneilesj  comme  n'étant  susceptible*  que  d^une  seule 
unique  déterndnalion;  les  secondes  au  contraire,  en  admetlant 
une  infinité,  sont  a  ecl  égard  comme  les  racines  d*une  équiiUDU 
tlonl  le  dï^gré  serait  infini.  Et  il  en  est  **videmmenl  de  même  |»our 
l'exponentielle  e^  et  le  logarithme  qn  on  peul  considérer  coniin 
défini  )>ar  Tétpnilion  transcendante  ou  de  degré  inllni  e^  =:  j^> 
rapproehenienl,  qui  s'otirc  au  premier  apei-^u,  se  confirme  cl 
*  am|ïléte  par  les  remarques  suivantes.  Pour  toute  valeur  réelle 
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inui^naire  de  la  \iirial)le,  on  a 


silOJT      = -t- 


I  I  .  '2  I  .  Jl .  { 


I.-2.J    ■     i.'2.3.4.')         I. '2. 3. 4. 5. 6. 7 


jr  — 


1.2        i.'2.3.{        i. '2. 3.1.3. 6 
x^  X* 


1.21.3        I.-2.3.4.5 
tangjr=  — 


X* 


1.2        i.'2.3.4 


cl  du  fait  même  de  la  convergence  des  séries  résulte  qu'en  les 
arrêtant  à  un  terme  suffisamment  éloigné,  les  transcendantes  se 
trouvent,  avec  autant  d'approximation  qu'on  le  \eut,  remplacées 
par  des  polynômes  et  des  fractions.  Tout  au  contraire,  les  déve- 
loppements 

.      ,  x^       X*       x^ 

x^         \.'\.x»        r.3:j..r" 

arc  sm  x  =  x  -^  • 


•2 .3         -2.4.  >  * .  4  •  ^  •  7 

arc  tang  x  ^:^x -■  -\ — : ^-+-... 

J  :j  7 

ne  subsistent  qu'en  supposant  la  variable  moindre  que  Tunitr,  et 
l'assimilation  approximative  avec  des  polynômes  n'est  possible  que 
dans  un  intervalle  fort  restreint.  Enfin,  et  ceci  est  le  point  (|u'il 
importe  surtout  de  remarquer,  par  une  seule  valeur  donnée,  soit 
de  Texponentielle  ou  des  fonctions  circulaires,  on  en  peut  obtenir 
algébriquement  ou  même  rationnellement  une  infinité  d'autres. 
C'est  ainsi  qu'en  trigonométrie  rectiligne  on  calcule  en  partant  de 
l'arc  de  i o'  toutes  les  valeurs  du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tan- 
jcnle  qui  figurent  dans  les  Tables,  propriété  aussi  remarquable 
qu'importante  de  ces  fonctions,  et  qui  découle  des  relations 

e^-^y  =  e'.ey, 
sin  (or  H-^)  =  sin  x  cosj^  H-  sin^  cosa^, 
co5(x -h y)  =  C08J7COSJ'  —  sina?  sinj', 
tan«;ar  -4-  tangr 


tang(jrH-^)  = 


I  —  taii«;x  taiig^ 


1  u8  t«; t  \  iti: s   ïm  i: u  v  h l lis   il l ii m j t k . 

dont  les  seconde  uieiiibreâ  soût  composés  algébrtijuemeaL  avec  le 
fouet  joas  relative  si  a  riirgument  x  et  h  l^irgument  ^.  Ces  méitiei 
propri^^tés  nous  1rs  trouverons  dans  les  fonctions  cllipliques  dont 
elle?!i  constilueiil  les  caractères  les  plus  essentiels,  et  nous  les  résu- 
meronïj  en  disant  des  uouvelles  transcendantes,  qn*e///^A'  sont  de^ 
fonciions  unifortneï»^  è  détcrmi nation  unique,  antjio^mfs  à  des 
fractions  rai  tonnelles,  eiuxfptelies  on  peut  tes  assimiler  avec 
tiîitani  cV tipprttximalitïti  ^  et  dans  une  aussi  jurande  étendue 
qu'on  le  çeaf,  des  valeurs  de  la  variable,  et  de  plus  que  les 
fonctions  relatives  à  lu  nomme  de  de  ter  arguments  x  et  y  s'ex- 
pritnent  itlgéhriquement  par  les /onctions  relatives  it  rargu- 
ment  s  et  à  Vfirgunienl  y^  Enfin,  et  de  uièrne  qu'à  Texpouen- 
tielle   et  au  sinus  répondent   les   eî^pressions  inverses,    logj?   et 

aiT  siii:r,  ou  bien  /  ^,     /     ,__>  nous  verrous,   avec  nue  inJi* 

nilé  de  détermina  lions,  s'oflVir  roinine  inverse  des  fonctions  elli|i* 
tiques,  l'intégrale  d*une  nature  plus  élevée 


/ 


dj^ 


^{i  —  x^){i  —  k^.r*j 
ou  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  du  quatrième  de^ré  eu  j*. 

De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires  et  elliptiques. 

Cette  propriétc  importante  manifeste  d'une  manière  tonte  par- 
ticulière la  différence  de  nature  des  fonctions  qui  la  possèdent 
avec  les  fonctions  algehriques  ralionnellesdonl  nous  les  avons  hnil 
îi  l'heure  ra[qjrochées,  cl  leur  iuipritne  leur  caractcre  le  plus  appa- 
rent en  quelque  sorte  tic  fonctions  transcendautes.  C'est  d'ailleurs 
par  la  périodicité  que  les  sinus  et  cosinus  interviennent  dans  presque 
toutes  les  questions  de  Tanalyse,  depuis  les  études  qui  ont  pour  objet 
les  propriétés  abstraites  des  nombres  entiers,  jusqu'aux  applica- 
tions du  calcul  à  la  Physique  el  à  T Astronomie,  \ussi  est-il  bien 
digne  d'intérêt  dVHudier  a  ce  point  de  vue,  dans  la  lonï;iîe  chaîne  des 
nouvelles  transcendantes,  celle  qui  s'olfre  à  son  commencement  et 
se  joint  immédiatement  aux  fonctions  circulaires,  les  seules  ron- 
nues  peuduEl  si  longtemps.  C'est  au  début  de  leurs  travaux  qu^Abel 


I 
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et  Jacobî  tirent  simultanément  la  découverte  capitale  que  les 
fonctions  elliptiques  possèdent  deux  périodes,  une  première  qu'on 
peut  toujours  supposer  réelle,  et  une  autre  qui  est  nécessaire- 
ment imaginaire.  Jacohi  démontra,  en  outre,  qu'une  fonction 
unifonne  d'une  variable  ne  pouvait  posséder  plus  de  deux  périodes, 
H  M.  LiouviUe  après  lui,  embrassant  dans  toute  sa  généralité  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques^  fit  voir  qu'elles  se 
n*daisaient  aux  seules  fonctions  elliptiques,  et  mit  hors  de  doute 
la  prévision  de  Jacobi,  que  ces  fonctions  résumaient  en  elles  tout 
ftr  que  pouvait  présenter  l'analyse  à  l'égard  de  la  périodicité  envi- 
>agée  dans  le  sens  le  |)his  étendu.  Nous  allons  dans  ce  qui  suit 
Duu>  occuper  du  mode  d'après  lequel  se  manifeste  analytiquement 
ce  fait  si  remarquable  de  la  double  périodicité,  en  commençant  par 
étudier  sous  ce  double  point  de  vue  la  périodicité  simple  dans  les 
fonctions  circulaires.  Mais,  en  premier  lieu  et  en  raison  de  son  ca- 
ra«trre  élémentaire  et  purement  arithmétique,  nous  donnerons  la 
ilénionstration  de  Jacobi  sur  l'impossibilité  d'une]  fonction  à  plus 
«le  deux  périodes. 

I.  —  Proposition  de  Jacobi, 

En  désignant  par  a  cl  b  deux  quantités  dont  le  rapport  soit  réel 
et  incommensurable,  on  sait  par  la  théorie  des  fractions  continues 
qu'il  e>t   possible  d'approcher  de  j  par  une  infinité  de  fractions 

rationnelles  —  de  manière  à  vérifier  la  condition 
n 

a  _  tu        t 
b  "^  n        n* 

t  étant  moindre  que  l'unité.  De  là  on  tire 

na  —  mo  =  - —  • 
n 

Or  une  fonction  avant  pour  périodes  a  el  b  ne  changera  pas  en 
djiiulant  à  la  variable  une  somme  de  multiples  de  très  cpianlités  par 
«Ir-*  nombres  entiers,  telle  que  na  —  mb.  Comme  le  nombre  n 
jK*ul  être  pris  aussi  grand  qu'on  veut,   sans  (|uoi  j  ne  serait  pas 

incommensurable,   la  nouvelle    période  na  —  nib  =  —  peut  être 
H.  -  II.  î» 
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rendue  plus  petiié  ijue  tfMile  quanti  h'  dcmnée,  el  par  Id  nous 
recuniiinssoti!^  tU-ja  qu'il  ne  p*^iil  evisler  de  fonction  doulileiiienl 
périodique  où  le  rapporl  des  deuit  pr*riodes  sérail  réel  et  inroin- 
mensuralde. 

C'est  il  cette  m<^nie  conclusioa  d'une  période  infininun!  petite, 
ou  du  moins  dont  le  module  est  infini  nient  petit,  4pte  oun^  allons 
parvenir  en  supposant  trob  périodes  imaginaires  : 

ET  ^  a  -«-  5t'  )/ —  I , 

<^  =  Y  -»-  y'  ^ —  ï  ^ 

Je  dis,  en  elfet,  qu'on  peut  déterminer  une  inliniië  de  nombres 
entiers,  m^n^  p^  tels  que  It^  module  de  am^  bn-^cp  soit  moindre 
que  toute  quanti  té  donnée. 

Considérez  fKiur  cela  la  forme  quadratique  ternaire 

où  X  est  une  quantité  réelle  arbitraire  et  dont  le  déterminant  sera 

A        =r         3—^ ' 

A' 

Le  minimum  de  f,  potir  défi  valeurs  cntifTes  de^  indéterminées, 
aura,  comme  un  sait,  pour  liuiile  supérieure  y^^'xL  de  sorte  qu'en 
désij^nunt  par  m^  n^  p  ces  videurs,  on  aura 

et,  â  plus  forte  raison, 

S'il  est  donc  impossible  d'avoir  à  la  fois 


ou  bien 


%*m  -^  ^'n  -H  y'/?  =  o* 


a  m  H-  An  -*- cp  t^  i^ 
c*est-a-dire  si  #/,  6,  c  sont  trois  périodes  réellement  distinctes,  on 
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recoonait  que,  X  croissant,  A  peut  devenir  aussi  petit  qu'on  veut  et 
qu'on  parvient  à  des  périodes  dont  le  module,  ainsi  que  nous 
Tavons  annoncé,  est  indéfiniment  décroissant.  Toutefois,  nous 
:^upposons  que  le  déterminant  de  la  forme  quadratique  ne  soit  pas 
oui.  Mais,  dans  ce  cas  particulier,  au  lieu  de  la  forme  ternaire,  on 
considérera  la  forme  binaire 


(ax -H  p^ )«-+-(  a' a: -H  P>)* 


X» 


S<»us  la  condition  ap'  —  ^a' =  o,  son  déterminant  sera  — r-j — > 
el  ne  pourra  jamais  s'évanouir.  Or,  eu  supposant  que  le  mini- 
mum soit  donné  pour  x  =  ni^  y  ^=  /i,  on  aura 


fl  a  fortiori 

(»m-+-3/i)'-h(a'm-Hp'/i}«<i/^^    ^^^ ^, 

«]*•  sorte  qu'on  pourra  raisonner  comme  précédemment  et  parvenir 

a  une  période  am  -h  hn  dont  le  module  sera  d'une  petitesse  arbi- 

iwire.  Ce  ras   particulier  rentre   d'ailleurs  dans  celui  dont  nous 

nous  domnies  occupé  en  premier  lieu,  car  la  condition  ap' —  pa'=o 

1                  ^  OL  -^  %'  J  —  \         a      .     ,   1 
eipnme  que  le  rapport   =  r  est  réel. 


II. — De  lu  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires. 

\^  notion  ^géométrique  de  ces  fonctions,  leur  définition  dans  le 
*«»nlr.  niel  en  «»videiice  immédiatement  tout  ce  qui  concerne  la 
jH^riodirilf*.  tandis  qu'au  point  de  vue  de  l'Analyse  pure,  en  pre- 
iwnl.  par  exemple,  pour  définition  les  développements 

sinx  =  X 


cosar  =  I  — 


I  .  2 .  i         I  .  .i .  3 . 4 .  > 


I  .  -2  1.2.3. 


r*»  rararirre  si  important  semble  beaucoup  plus  carlié.  Il  n'en  est 
pjï    autrement    à    l'égard   de   Texponentielle    considérée    comme 
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la   limite   d'un  polynôme  entier  (i  H j    >  ou   comme  la    série 

I  -f-  — ( ( r  -h Mais   les  fonctions  circulaires    sont 

susceptibles  d'autres  expressions  où  le  caractère  périodique  appa- 
raît tout  aussi  immédiatement  qu'en  Géométrie,  et  qu'il  est  d'au- 
tant plus  intéressant  d'étudier  que  d'elles-mêmes,  par  une  généra- 
lisation facile,  elles  conduisent  aux  fonctions  plus  élevées  qui 
possèdent  deux  périodes  différentes.  Pour  premier  exemple,  je 
prendrai  le  développement  en  produit  infini 


(I) 


sin^^  =  7rx(,-î)(,-J^)(i-.|)..., 

(-f)(-:-)(-î)-- 


qu'on  peut  considérer  comme  la  limite,  pour  m  infini,  du  poly- 
nôme 

,(^,-x(,-î)(,-î). ..(,-£), 

Or  on  voit  tout  de  suite  qu'on  a 


cp(:rH-i)=-cp(a')— -— 


ce  qui  donne,  en  supposant  m  infini,  ç(x -h  i)=  —  ?(j?)î  J'où 
l'on  conclut  sin(7rx  -j-ir)  =  —  sinir^,  et  en  remplaçant  7r.r  par  Xj 
sin( X  -t-  ir)  =  —  sin  j?,  et,  par  suite,  sin  (x  -+•  27r)  =  sin  jr. 

Nous  serons  conduit  à  un  second   exemple,  en  prenant  la  dé- 
rivée logarithmique  des  deux  membres  de  l'équation  (i),  savoir 


I  I 

7t  cotrar  = h 


JP         X  —  l  X  —  1         T —  3 


X  -h  i        a"-^-•2        x-i-3 
En  changeant  j:  en  j™  4-  i ,  le  second  membre  devient 


t  1  I 

-        -         H 1 

X  X  —  \  X  —  1 

1  I  t 

■ 1 î  H ;  ■ 
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eu  par  suite,  se  reproduit,  car  les  fractions  partielles  n'ont  fait 
ijue  cbanger  de  place  en  s'avançant  chacune  d'un  rang.  C'est  ici 
qu'on  voit  s'oflrir  par  une  généralisation  facile  la  manière  suivante 
de  représenter  une  fonction  ayant  pour  période  une  quantité  quel- 
ci>aque,  à  savoir  : 

^(t)o(  X  —  a)(^{x —  •2a)cp(j?  —  3a)... 
^{x-\-a}(^ix-^i/.i)<f(x-h  3a)...; 
o(x)-+-ç(^  —  a)  -h  (Dix  —  '2a)-+-çp(j?  —  3a)-H... 
-»-ç(j*-ha)-hcp(.T-h2a)-HG)(^-H3a)-h 

1^  condition  de  convergence  du  produit  ou  de  la  série  infinie 
e>t  seule  à  remplir,  et,  si  l'on  peut  y  satisfaire  en  choisissant  pour 
^\x')  une  fonction  qui  soit  elle-même  périodique,  on  se  trouve 
mené  à  l'expression  d'une  fonction  à  double  période.  Tel  serait, 
par  exemple,  le  développement 

Il  I  I 


*inj-        sin(x—a)        sin{x  —  'j>a)        aïnix  —  'ia) 

I  I  i 

sin(x -\- a)       sinix-h  f.a)       sin(x-h'Sa)      *'*' 

qui  s'offre  précisément  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et 
qu'on  prouvera  facilement  être  convergent  lorsque  la  quantité  a 
>era  imaginaire.  Si  l'on  supposait^  réel,  les  termes  successifs  delà 
<érie  ne  tendant  pas  vers  zéro,  la  divergence  serait  manifeste,  ce 
qui  s'accorde  bien  avec  re  qui  a  été  dit  précédemment  de  Timpos- 
»iLilité  d'une  fonction  à  deux  périodes  réelles. 

Mais  on  peut  ne  pas  employer  riutermédiaiie  d'une  fonction 
d*^jii  périodique,  et  parvenir  à  l'expression  d'une  série  doublement 
pf'riodique  par  ce  développement  doublement  infini 

^  ç  (  0-  -+-  ma  -t-  nù  ), 

<i  <-t  A  désignant  les  périodes,  m  et  n  des  nombres  entiers  variables 
duiqueU  on  attribuera  toutes  les  valeurs  de  —  3C  à  -j-oo.  El  de 
ni»^ine.  au  point  de  vue  des  produits  infinis,  une  analogie  immé- 
didtt'  conduit  à  envisager  des  expressions  de  la  forme 


\  ma  -*-  no/ 


lU 


ruse  ne  CHAAt«s  uirmith* 


m  et  n  recevant  eiirore  toutes  les  valeiirji  entières,  en  n'exceptaot 
que  la  eonibinaison  wï  ^  o,  /i  ^  o.  Mais  l'éluile  ap|jrotondie  d< 
ces  expressions  a  révélé  une  circonstance  importiinte  uulant  t(u'&l 
sin^iilirre,  M.  Cayley,  dans  un  Méinoit'f  sur  \vs>  fond  ions;  doulile- 
intvnt  fïériodi(|ues  publié  dan:^  le  Junrna/  de  AI,  Liûinrille^  l-  X^j 
a  fail  vair  que  leur  valeur  dépendait  essentiellenienl  de  la  loi  âuiviinll 
laquelle  on  fail  cniîlre  simiiUanëment  jusqu'à  Tinfîni  les  nombres  m 
el  fK  Par  exemple,  ou  oblienl  une  expression  analytique  parfaile- 
ment  définie  el  délenninétf,  en  adri>eltanL  la  condition  que  m  el  n 
soienl  les  coordonnées  d'un  point  contenu  dans  rintérieur  d'un 
cercle  X'  -hj^^  ^  R^  dont  im  augmente  iudélininienl  le  rayon.  Mais 
en  remplaçant  le  cercle  par  une  au  Ire  courbe^  ce  sera  une  autre 
fonction  qui  s'olTrira  à  la  limile,  el  au  lieu  de  réaliser  de  la  sorte 
des  fonctions  doublement  périodiques^  qui  se  reproduisent  en 
changeant  r  en  x  -^  a  ci  x  ^  h^  on  parvient  à  de*i  fouctions  qui  se 
reproduisent  multij^liées  fiar  un  facteur  exponmlicl.  Ces  fonc- 
tions présentent  en  eQel  rélèmenl  an<dvtique  fonda  mental  sur 
lequel  repose,  comme  nous  le  verrcms,  loule  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  Mais  un  remarquera  que  la  prévision  fondée  sur 
l'analogie  des  expressions 


V         ma  H-  rtP/ 


ne  se  trouve  pas  jusiilîée,  et  que  les  secondes  ne  sont  pas  préci- 
sément les  fonctions  a  deux  périodes,  bien  qu'elles  en  fournissent 
les  élëmenls  essentiels.  Ne  pouvant  exposer  dans  toute  leur  éten- 
due ces  considéralions  délicates  el  intéressantes,  nous  allons  ton* 
lefois  en  donner  Tidéc  en  nous  bornant  aux  produits  simplement 
infinis  qui  conduisent  aux  fonctions  circulaires. 


HL  —  Sur  f*eTpres$ion  I  I  j^  f  i  H-  —  )* 


Le  fait    principal  sur   lequel  nous   voulnus  appeler  Ta  tient  ion 
consiste   en  ce  que  ce    produit  n'est  périodique  qu'autant  qu'on 
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Tenvisage  comme  la  limite  déjà  considc^rée,  savoir  : 

'(-T)(-f)-(-£) 

(-7)(-f)-(-^)' 
[Kiur  m  infiniment  grand.  Faisons,  en  eilet, 

(-f)(-f)-(-£> 

et  concevons  qu'on  augmente   indéfiniment  m  et  n  en  posant  la 

condition 

m  =  (un, 

(i>  désignant  une  constante  désignée  à  Tavance;  nous  allons  mon- 
trer que  pour  n  infini  la  limite  de  ^{x)  dépend  de  w,  et  n'est  pé- 
riodique qu'en  supposant  (0  =  1. 
Soit,  pour  abréger, 

21               I              I                         I 
=       -       H h. ..H , 
x  —  n           X          X —  I                  X  —  n 

2111                            1 
= 1 h..  .H y 
x-\-ni      X  '^- 1        X  -If-  'i                 J7  -H  m 

r»M|uation  (i")  donne,    en    prenant  la   dérivée   logarithmique   des 
H«*u\  membres, 

"^{x)       Jk^  X — n       j^  X -h  m 
Dr  on  a  identi(|uement 

^^  X  —  n        J^-x—n        n]       J^  n       J^  nx  —  n*       Jk^  n 

^  r  —  m       J^  \  X  +  m       m  j       ^à  m      Jk^  mx-^m^      JaM  m 
de  sorte  qu'en  faisant  encore 
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on  peut  écrire 


A, 


el  il  s'agit  «robtenir  la  limite  du   second  membre  lorsque  m  et  n 

croissent   jusqu'à  Tintini.   Or  les  séries    7  ;>     7  r 

sont  Tune  et  l'autre  convergentes,  ont  séparément  des  sommes 
finies  et  donnent  lieu  par  conséquent  à  des  limites  parfaitement 
déterminées,  où  la  condition  m  =  w/i  ne  peut  jouer  un  rôle.  Mais 
il  n'en  est  plus  de  même  à  l'égard  des  séries  ^  — >  ^""'  dont  les 
sommes  croissent  indéfiniment  avec  m  et  /i,  d'où  résulte  que  À  se 
présente  comme  la  différence  indéterminée  de  deux  infinis,  et  il 
s'agit  d'en  obtenir  la  valeur. 

Nous  représenterons  à  cet  ettet,  par  une  intégrale  définie,  la 
série  -  H h . .    H ^  en  partant  de  la  relation 


'À 


/ 

•-'il 


x\>--^  dx  =  ^ 


On  aura  effectivement 


-H h. ..H =     /      flx(l-h  T '^,  .  .-h  X'»-^)   =     I 


dx 


et  il  en  résulte  que  la  diflérence  des  deux  séries  semblables 
^— »  2-  s'exprime  par 

et  il  s'agit  de  trouver  ce  que  donne  cette  intégrale  en  posant 
ni  =  iùn,  et  faisant  n  infiniment  grand.  On  y  parvient  aisément 
par  cette  transformation  très  simple 


On  a,  en  effet, 


X  =  i • 

n 


/  I  —  X  '^  "  z 

r,i-iy-o-T 

—  /      az 

i/u  z 
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et,  par  eonséquenl,  pour /i  infini,  Tintégrale  bien  connue 


r 


dz =  /  tu. 


La  quantité  désignée  par  X,  ayant  ainsi  pour  valeur  /w,  ne  s'éva- 
oouît  qu*en  supposant  o>  =  i ,  et,  dans  ce  cas,  l'équation  (2)  de- 
vient 

©'(^j*)       I  I  I  I 

-:— = 1 i -+-...  H 

ç  <  j-  )        X       X  —  I        X  —  a  X  —  m 

I  I  I 


a:  -H  I        X  -\-  x  X  -h  m 


et  il  est  visible  qu'on  peut  remplacer  les  deux  séries  infinies  par 
rette  seule  série  convergente 


^  {  X)  I 


çijr)         X        X* — I        X*  —  4  *       -a^*  —  f^* 

dont  la  somme  est  ircotir-r.  Mais,  en  général,  et  en  laissant  entre 
m  et  n  le  rapport  arbitraire  co,  on  aura 


d'où 


et.  |var  suite. 


-^- =  r  colitx  -H  /to, 

1   ax  ■— =  /  sinTTar  H- a:io) -H  const., 


Celant  une  constante. 

Ce  résultat  met  en  évidence  le  genre  particulier  d'indétermina- 
tion que  comporte  l'expression  iT-^f  '  H ')  ^^  pourra  servira 

faire  comprendre  le  fait  analogue  relatif  au    produit  doublement 

infini  I  I  -r(  I  H-  j—  )  dont  la   valeur  générale  s'obtient   en 

I  1.  am  -^  on  I  ^ 

multipliant  par  une  exponentielle  de  la  forme  é?*-^*'^f*-^"^T  une  valeur 

particulière,  déterminée  en  définissant  par   une  courbe,   comme 

ijoij>  ra\ons  dit  plus  haut,  la  loi  suivant  laquelle   on  associe   les 

nombre'*    entiers   m   et    /*,   en    les    faisant   croître    indéfiniment. 

Mai-i,  sons  un  point  de  vue  plus  général,  on  peut  se  demander  s'il 

^xi-ite  de»  fonctions  uniformes  et  entières  qui  aient  deux  périotles- 
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Tel  est  l'ol)jel  de  la  proposition  suivante  due  à  M.  Liouville,  et 
dont  l'illustre  géomètre  a  fait  la  base  d'une  théorie  complète  des 
fonctions  doublement  périodiques  (*). 


IV.  —  Proposition  de  M.  Liouville. 

Elle  consiste  en  ce  que  toute  fonction  uniforme  f(-r),  possédant 
deux  périodes  a  et  6,  se  réduit  nécessairement  à  une  constante 
si  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Par- 
tons en  effet  de  l'expression  suivante,  de  toute  fonction  entière, 
uniforme,  ayant  pour  période  a,  savoir  : 


La  condition  {{x  -h  6)  =  f(  .r)  donnera  l'égalité 
2^X,ne        "    e        "     =2^X,„e 

et,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  e  "  ,  on  trouve,  en 
intégrant  entre  les  limites  zéro  et  (t^ 

in  h 

On  en  conclut  que  \,westnul,  car  en  supposant  imaginaire,  ainsi 
(|u'on  le  doit,  le  rapport  des  deux   périodes  ->  on  ne  peut  avoir 

e  "  ^  I  (|ue  pour  la  seule  valeur  m  =  o.  \.m  devant  être  sup- 
posé nul  pour  toute  valeur  de  m,  sauf  m  =  o,  on  voit  que  {{x)  se 
réduit  à  la  constante  A^. 

Cette  proposition,  aussi  simple  qu'importante,  nous  fait  voir 
que  les  fonctions  à  deux  périodes  seront  nécessairement  des  trans- 
cendantes fractionnaires;  elle  rend  compte  a  priori  des  singula- 


(')  On  pourra  ron^iiillrr  sur  ce  sujei  l'Ouvrage  de  MM.  Briot  el  Boui|uet,  inli- 
lulé  :  Théorie  des  fonctions  douidement  périodiques  et  en  par  tic  ut  ter  des  /onc- 
tions elliptiques,  Paris,  Mallel-liarfielier. 
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rites  que  présente  la  nature  des  produits  doublement  infinis 


U'(: 


ma  -H  nb  > 


et  montre  Fimpossibilité  de  donner  pour  origine  aux  fonctions  à 
deux  périodes  Texpression  plus  générale 

o(\r)ç(ar —  rt)  ç(jr  —  •ia)ff{x  —  3a). . . 
ç  (  j? -h  a  )  ç( ar -H  7. a  I  ç (  ar -+- *i «  ) . . . , 

en  prenant  pour  3(07)  une  fonction  périodique  entière.  Mais  ces 
eipressions,  si  elles  ne  peuvent  conduire  aux  fonctions  à  double 
fHrriode,  nous  amènent  à  celles  qui  leur  servent  de  numérateur  et 
de  dénominateur,  et  c'est  à  ce  moment  qu'à  proprement  parler 
nous  entrons  dans  Tétude  des  fonctions  elliptiques. 


Définition  des  fonctions  O^r),  H(^),  leur  expression  en  produits 

et  en  séries. 


Rien  n'est  plus  important  ni  plus  digne  d'intérêt  que  l'étude 
iiUenti\e  des  procédés  par  lesquels,  en  partant  des  notions  anté- 
rieurement acquises,  ou  parvient  à  la  connaissance  d'une  fonction 
niMi\elle  qui  devient  l'origine  d'un  nouvel  ordre  de  notions  analy- 
tiques, et  un  traité  complet  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  ne  devrait 
«•mettre  aucune  des  méthodes  (lécou\ cries  et  suivies  à  l'égard  des 
fimrtions  B(j::)et  H(x).  Mais  ici  nous  n'eu  indiquerons  que  deux, 
lit  première  se  liant  naturellement  à  ce  qui  précède,  et  la  seconde 
'levant  nous  permettre  de  donner  un  aperçu  sur  les  fonctions  ana- 
lM;:iie^.  mais  à  plusieurs  variables  et  d'un  ordre  plus  élevé,  qu'on 
Tinminc  fondions  ahéliennes  <ui  nltra-elliptiques. 


Première  mcthnde. 


Nous  adopterons  désormais  les  notations  employées  par  Jarobi 
diin'i  rimmortel  Ouvrage  intitulé  :  Fnndnmenta  nova  iheoriœ 
fiinctionum  eAlipticaruni^  et  nous  représenterons  les  ({uantités 
qui  ser\iront  de  périodes  par  K  et   /K',  1  désignant  y/' —  1.  (^ela 
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posé,  en  désignanl  par  ^(x)  une  fonction  entière  ayant  pour  pé- 
riode 2K,  nous  considérerons,  au  lieu  des  expressions 

çp(j')<p(ar—  tK'/9(j'  —  2«K')... 
ff(x  -h  iW)  9(07  -h  21K'). .., 

que  nous  savons  ne  pouvoir  servir  à  la  définition  d'une   fonction 
entièrement  déterminée,  la  suivante  : 

<l>(a7)  =  o(ar-htK')<p(jT-H:U*K')<p(j?-h5«K')... 

ç(  — x-h  tK')«(— a?-h  3tK')(p(  — x-h  5iK') 

On  aura  d'abord 

et  l'on  trouvera  ensuite  immédiatement 

o(—  j?  —  iK') 


^(x  -h  'liK')  =  *P{x) 


Q{x  -h  iK') 


On  n'a  donc  pas  ainsi  une  fonction  doublement  périodique,  mais 
ce  nouveau  type  d'expressions  conduit,  comme  nous  allons  voir,  à 
des  fonctions  parfaitement  définies  et  déterminées. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction  entière  ayant  2  K  pour  période 

tna- 
o(ir)  =  1  —  e   "^  , 

ce  qui  donnera 

9(— .r  —  iK')  __  _^    - Y'J'-^'K'» 
o{x-hiK')     "" 
En  posant 

q  =z  e        ■*, 
on  trouvera 

o\x  -h  (xm  -h  i)/K')  îpl  —  j?  -H  ("i/n  -4-  1)  «K'j 

=  I  —  '?.q^»»-^\  cos  ^  -H  ^*"«-^-«, 
Iv 

et,  par  suite, 

^(x)  =  I  I  — -iiycos  -^-h  </*) 

X   (   I  —  'JLÇ*  COS  -=^  -+-  y*)   (  ï  —  ^9*  COS  —   -H  y*®  j 

Or  il  suffit  que  le  module  de  t/  soit  inférieur  à  l'unité  pour  que 
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ce  produit  représente  une  fonction  complètement  défmie  et  déter- 
minée, car  la  dérivée  logarithmique  donne  cette  série 

x/ 2 -H 2! + 2!— H-...V 

yi  —  ayCOS    „     -H  9*  I  —  2^'  ces -j^ -4-^*  I  —  2^*  ces -=T--|-^*<*  / 

qui.  dans  ce  cas,  est  toujours  convergente,  quelle  que  soit  la  va- 
leur réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x. 

En  introduisant  en  facteur  une  constante  Â,  nous  poserons  avec 
Jacobi 

e(j7)  =  A4>(x), 

ou  bien 

^  / 1 K  jr  \        -, 

0(  j   =  A(l  —  2^  ces  2 X -h  9*) 

X  (I  —  2^'  C0S2a?  -h  q^){l  —  29*C0S2J?  -4-  y*").  .  .. 

CV>t  la  première  des  fonctions  que  nous  voulions  définir;  elle  vé- 
niie  les  relations 

qui  servent  de  base  à  la  théorie. 
En  second  lieu,  soit 

on  trouve  immédiatement  les  relations  toutes  semblables  aux  pré- 
^•«•dentes 

^   Hix-^'iK)    =  —  H(a:), 

If.)  "*  K' 

i  U(x-^iiK')=^  —  lUx)e"^^'"^'    \ 
fi,  pour  l'expression  développée,  la  formule 

H  ( ~ )  =  A.2v^y  sina7(i  —  Jtq*  cos2a;  -+-  y*) 

X  (l—  2^*  ces 237 -h  y')(l  —  2^*  C0S2ar-h  7**).  ... 

C'est  la  seconde  de  nos  fonctions  fondamentales;  en  la  divisant 
pjirla  première,  on  obtient  une  fonction  à  double  période,  car,  à 


rji  iHrviE-^OE'H^HLE^HElVlTE. 

K>>d^i)ii>.  «i'jprK-i  ri-i^.  .fe  .lrtermia»^r  A/»  et  B«  par  ia  condition 


h  iiH:>i^aant  la  -j^tTôii-le  pr-rii^-le.  Fiisiat.  p«.iur  abréger. 

$  =  f  ^  '. 
ii  \ieniira.  en  chassant  les  «irnomincttr^ur^. 

et  dans  celte  noii\elle  »;;;alitr   le<  r.»et*ti«Ment?  d'une  même  expo- 

uenlielle  e  "  devrnal  être  r^aiix.  <.>r  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  re?*  coeflicienls  seront  les  s^TÎes 

—  «  —  « 

de  sr»rte  qu'en  mettant  pour  un  instant  ^i  au  lieu  de  m  pour  indice 
dan^»  le  terme  ^énêrHl  de  la  «»eci»nde.  «»n  <era  conduit  a  cette  égalité, 
qui  de\ra  ii\oir  liru  quel  que  <«oit  ;jl  : 


Il  pourra  >eud»ler  «liffîcile  «le  tirer  de  là  le>  fonctions  incon- 
nues A,„  el  B,„  tians  toutr  leur  j:én«'Talit«"*:  aus>i  nous  bornerons- 
nou>  à  chercher  <'elte  solution  qui  s'ortr#f  d'elle-même,  el  qui  eon- 
siste  à  obtenir  l'é^idité  «les  série»  en  les  rendant  identiques,  ^ious 

poserons  donc 

\a_^  B,„q^''»  =  Aj,_„B„q=^-«, 

el  nous  imaginerons  (pie  /*  »oit  exprimé  en  fonction  de  m,  de 
manière  cpir  <*es  <leu\  quant il<'*s  puis>«*nl  repré^enler  en  même 
temp»  la  s«''rie  conq»léle   des  nombres  entiers.  C'est  ce  (|u'on  ob- 
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tiendra  en  faisant 

n  =  m  -h  ky 

k  rUnt  entier,    et  après  avoir  écrit  l'égalité  précédente  sous  la 
forme 


on  trou\era  ainsi 

^\k-/tt _     ^fn-t-k 

,^|i.-m-A)Aj,_,„_A.  ■"  q""B„/ 

Mais  devant  satisfaire,  quel  que  soit  [x,  à  cette  condition,  on 
^K»urra  poser 

|jt  —  m  —  A*  =  nt\ 

m'  étant  entièrement  indépendant  de  m.  ce  qui  donnera 

q^^'X^n'  ""  q«"'  B,„  ' 

*l'i>ù  l'on  \oit  que  chaque  membre  est  une  quantité  constante. 
Ainsi  le>  fonctions  inconnues  A,w  et  B/^sont  deu\  solutions  de  cette 
itièiiie  équation  aux  dillerences  finies 

— =  const.. 


dont  Tintégrale  générale  est 

2  fiépendant  de  la  constante  du  second  membre,  et  Um  devant  vé- 
rifier la  condition 

Cette  quantité  [a  peut  être  particularisée,  comme  on  le  voit, 
•ans  restreindre  la  généi^lité  du  résultat,  car  11  suffira  pour  la 
rftr».iu\er  de  changer  dans  la  fonction  x  en  x  -{-  ^;  nous  la  suppo- 
^^-rons  égale  à  zéro,  et  nous  prendrons  pour  A,„  et  tim  i^^  \aleurs 
«iii\antes  : 

A/„  =  rt,„  q  *  . 

m' 

B„i  =  b,n  q  ^  , 
H.  —  II.  lo 
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les  (|iianlilés  a,n  el  h  m  vérifiaiil  les  conditions 


Ainsi  en  faisant 


^{  T  ) 


le  c|iiotient  ~ —  sera  l'expression  d'une  fonction  doublement  pé- 
riodique, donnée  par  notre  analyse,  el  il  s'ag:it  maintenant  d'étu- 
dier de  plus  près  res  séries  remarquables  aux(|uelles  nous  sommes 
conduit  pour  le  numérateur  el  le  dénominateur. 

En  premier  lieu  et  relativement  à  la  convergence,  si  Ton  sup- 
pose, comme  nous  TaNons  fait  déjà,  le  module  de  i|  inférieur  à 
Tunité,  le  nondjre  entier  k  qui  demeure  arbitraire  de\ra  évidem- 
ment être  pris  positif;  mais,  celte  condition  admise,  les  deux  séries 
considérées  comme  procédani  sui\ant  les  puissances  quadratiques 
de  i|  présenteront  pour  toutes  les  \aleurs  réelles  ou  imaginaires 
delà  variable  la  ccmvergencela  pluj^  rapide,  et  dont  aucun  exemple 
n'a\ait  encore  élé  donné  en  Analyse.  En  se(M)iid  lieu  et  pour  saisir 
de  (|uelle  manière  se  réalise  la  double  pério(li(!ilé  <lans  le  quo- 
tient, cbangeons.r  en  .r  -j-  //,  par  exemple,  dans  le  numérateur.  On 
trouvera 

^{x  -k-  b  )  =  ^«,,1^  ^ 
OU  bien 


•  —  />)  =  V^//,i  q  ^ 


en  ayant  égard  à  la  \aleur  de  4j  =  ^»  "  .  Mais  dans  le  terme  gé- 
néral il  est  permis  de  renq)lacer  ///  par  m  —  A',  puisque  Tindice 
doit  rece\oir  toutes  les  valeurs  entières  — oo  à  -H où;  on  trou\e 
ainsi  et  en  faisant  (i,n-h  =  ^'«n 

tn  —  k'*  ,  ,    /ir.i 

<ï>  (  j-  -f-  />  )  =   >  a,„  q     *  e  " 


— A     Uni  ~A< 


=  q 


1 
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de  sorle  que  la  série  primitive   ^(x)  se   reproduit   en   facteur. 
Nous  écrirons  cette  relation  fondamentale  sous  ia  forme  suivante  : 


el  en  ohservant  qu'elle  a  été  obtenue  sans  rien  supposer  sur  les 
coefficients  arbitraires  a,«,  nous  y  joindrons  celle-ci  : 

l\(x-hb)=  U(x)e~ 

Par  là  se  manifeste  de  la  manière  la  plus  claire  à  quoi  tient  la 
double  périodicité  du  quotient  des  deux  fonctions  ^(x)  et  II  (x). 
Chacune  d'elles  admet  la  période  a,  et,  lorsqu'on  y  change  x  en 
X  -H  6,  elles  ne  font  qu'acquérir  un  même  facteur  exponentiel  qui 
disparait  par  la  division  (*). 

Bientôt  on  verra  le  rôle  important  que  joue  le  nombre  entier  k 
qui  introduit  au  numérateur  et  au  dénonunateur  k  constantes 
arbitraires  d'apn>s  les  relations 

Clni^i-=  am',  b,n-t-A=bm- 

Mais  nous  devons  dès  à  présent  remarquer  qu'il  est  impossible  de 
satisfaire  aux  conditions 

♦  (a:  -+-  a)  =  4>(ar  ), 

*P{x  -i-  b)  =*P(x)  e       '*  , 

par  d'autres  fonctions  uniformes  entières  y  que  parla  série  précé- 
tlente.  C^u'on  fasse,  en  ellet,  pour  se  placer  dans  cette  hypothèse 
fil  vériliaiit  la  première  de  C(îs  conditions, 


i-K.f 


<;')  l>ans  le  cas  où  k  est  un  nombre  pair,  on  remarquera  ia    relation  suivante. 

Fait4#n« 

_^  m-  iir.r 

f'fnction  qui  ne  difTêrc  de  «t>(j?)  qu'en  re  que   les   constantes  arbitraires  a^  sont 
«ii^piisée:^  dans  un  autre  ordre;  on  aura 


«l>lX-»--j=«l»„(j7)C       îrt 


j4S 


CeirVKËB    ÛË    CHAULES    UICHMITE- 


OU 


plutôt 


=2' 


*(jr)  =  >  a,«iï 


il  viendra,  en  substituant  dan»  la  seconde  égaUlë  et  en  compaiant 
les  coeflicîenU  d^une  nié  me  exponenlielle,  ^m^^/t  =^  ^m^  \vant 
d'aller  plus  loin,  nous  nous  proposerons  dans  une  courte  digres- 
sion dédire  tpjelfjues  ïnots  d'une  gt^uéralisalion  aussi  remarquable 
qu'iinpurLante  des  séries  cjue  nous  venons  de  renconlrer* 


\M,  *^  Apûtçu   sur    les   fonc fions   de  plusieurs  variables 

à  périodiciîé  tnidiiple. 

Une  fonc  lion  ffxi,  x^,  , . .,  x^,)  de  /i  variables  peut  être  pério- 
dique non  seulement  par  rapport  à  chaque  %^ariabie  couî^idérée 
isaiément,  mais  par  rapport  a  leur  ensemble,  lorsqu'elle  vérifie  une 
condition  de  cette  forme  •* 


\{Xi~^  au  Xt^a^, 


,)  —  fOi,  X X,,). 


Sous  ce  point  de  vue  plus  général,  on  a  d^abord  cette  proposition 
qu'une  fonction  uniforme  de  n  variables  ne  peut  admettre  plus 
de  %n  périodes  simultanées  (*),  Mais  il  est  extrêmement  remar- 
quable et  c'est  à  !Vf.  le  D''  Riemann,  de  Gollingue,  qu'on  doit  celte 
belle  découverte  analytique,  qu'à  Tégard  des  fonctions  uniformes 
011  bien  déterminées,  les  ^-* /î  périodes  simaltanées  ne  peuvent  être 
des  quantités  données  a  /trtori,  cl  mdéjïen  liante  s  les  unes  des 
autres.  Qu'on  forme,  en  effet,  avec  n  périodes  simultanées  conve- 
nablement choisies  : 


i 


les  n  fonctions  linéaires 


\„—  afiTi-^èfiTi-^. .  .^gf^Xn 


(1)  Si  elle  est  cDiJèrc,  elle  u'ea  peui  lidmeUre  )>Jus  de  n. 
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En  posant 

f{  \,,    Xî,    ...,  X,|)  =  F(Xx,  Xt,    .  ..,  Xn), 

on  aura  une  fonction  transformée  simplement  périodique  par  rap- 
port à  chaque  variable,  mais  qui  conservera  n  autres  périodes 
simultanées,  et  c'est  à  leur  égard  que  se  manifeste  dans  toute  sa 
simplicité  la  relation  que  nous  voulons  énoncer.  Représentons-les 
par 

Ah      Aj,      •  •  •  >  A.,1, 

Bi,     Bj,     . . .,  B,,, 

»  •  •  M 

Gi,     Gj,     ...,  G/|. 

La  proposition  de  M.  Riemann  consiste  en  ce  que  les  termes  de 
ce  Tableau  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à  la  dia- 
p>nale  A,,  B^,  .  .  .,  G,i  sont  égaux  entre  eux,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  en  ce  que  les  fonctions  linéaires 


Gid^t  H-  GfXi  -+-...-»-  GnXn 


:>ont  les  dérivées  partielles  d'une  même  forme  quadratique  à  n  in- 
déterminées. 

\  oici  maintenant  la  généralisation  des  séries  relatives  aux 
fonctions  à  double  période,  et  qui  donnent  l'expression  analy- 
tique des  fonctions  analogues  à  n  variables  et  2n  périodes  simul- 
tanées. 

Représentons  la  forme  quadratique  dont  il  vient  d'être  question 
|wr  ^{JTi.  .r.j,  .  .  .,  x,t)  et  posons 

le  signe ^  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  — oo  à  -f-oo 
des /i  indices  //i»,  m-j,  ...,  //i,^,  et  le  coefficient  constant  a^^,;^,...,^^ 
étant  assujetti  à  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur  lors- 
qu'on augmente  du  nombre  entier  A*  l'un  quelconcjue  des  indices. 
Celle  fonction  est  évidemment  périodique  à  l'égard  de  chacune 
des  variables  considérée  séparément,  et  voici  la  propriété  fonda- 
mentale qui  la  rattache  aux  séries  elliptiques. 


iSo 
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miTS. 


Dé 


signons   par  t?,,  «j|, 


tiff^  n  nom 


bre^  entiers  arbitra  très. 


on  ^ura 


*  (j-i  -^  - 


^t-+-  r 


I    df& 


da* 


^*(ir|,3*„ 


>  ^«  )  «"  ^''^  i*  "*  '*'•  ^  '  "*  ^  >*^'  ■  -^  ?  <"*■  "i»  '  -'L 


CêUê  relatiun  ne  cutitenant  pus  les  constuntes  fif„  ^  ^„^^  „.,m«.i  "ï**^ 
autre  série  f!(>r(,  ^.j, jr,^)^  où  ces  cnniiianles  auront  des  dé- 
terminations flifFe^rentes,  donnera  de  nié  me 


dz> 


„  I  \   </ç  1    d'^  \    a-^  \ 

\  *2  d€ix  t*  rfas  Jfe  «ia^i  / 


I 


en   résulte  que  k^   quotient  r^-    '*     '' 


^h) 


-  représente  ru   une 


fonction  de  «  variable:»  à  i/^  périodes,  «  d'entre  elb?»  é*;alefi  à 
r  uni  té  et  appartenant  séparément  a  chaque  variable,  les  n  autres 
étant  les  termes  du  Tableau  doui  on  a  dédiiiL  la  forme  (|tiadralique 
ç(j:',,  .r^j  ...^Xu)^  Klles  résultent  ellectivement  ties  égabtés  pré- 
cédentes, en  y  supposant  sucres^iveinenl  nuls,  sauf  un  seul  qu^on 
prendra  égal  à  Tunilé,  les  nombres  entiers  ai,  a^^  ..  *.  ^n*  Nous 
voyons  aussi  fleurer  dims  les  séries  un  entier  k  dont  dépend  le 
nombre  des  consianles  arbitraires  qu'elles  renferment;  or  ce 
nombre  sera  limité  et  ftni^  lorsque  la  condition  suivante^  dont  la 
découverte  apjjarlient  encore  à  M,  Kiemanu,  sera  remplie. 
Soit 


I 


un  système  de  n^  constantes  arbitraires,  il  sera  nécessaire  et  suffi- 
sant que  les  fonctions 


U^x^pu    ^i-«-/>ti    -■ 

.,    m^-lrpn\ 

f(X|-Hy(,    iTj^^t,     . 

-^,  ^H-^qnU 

f(X,  -H  Ax,    X,  -h  $xy 


JTft  -H   Stt  J, 


éptiées  à  séro  ou  ii  Tinlini,  n'admetlent  qu'un  nombre  fini  et  limité 
de  solutions  qu'on  ne  pui^^se  réduire  les  unes  auï  autres  en  ayant 
égard  aux  périodes. 
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Cesl  à  Gr>pel  et  à  M.  Rosenhain  qu'est  due  la  première  notion 
de>  séries  dont  nous  venons  de  parler,  et  leur  application  dans  le 
cas  de  deux  variables,  à  l'expression  des  fondions  inverses  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  du  cinquième  ou  du 
sixième  degré.  M.  Weierstrass,  dépassant  de  beaucoup  les  résul- 
tai obtenus  par  ces  deux  illustres  analystes,  résolut  dans  toute  sa 
généralité  à  Taide  des  mêmes  séries  le  problème  de  Tinversion  des 
intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynômes  de  degré  quelconque. 
Après  lui,  en  suivant  une  voie  toute  différente,  M.  Riemann 
par\int  aux  mêmes  résultats,  et  c'est  dans  le  champ  plus  vaste  en- 
ct»re  des  transcendantes  à  différentielles  algébriques  quelconques 
que  ces  deux  grands  Géomètres  se  rencontrèrent  en  obtenant  en 
même  temps  la  solution  du  problème  si  général  de  l'inversion  des 
intégrales  de  fonctions  algébriques  quelconques,  l'une  des  plus 
belles  el  des  plus  importantes  questions  qui  se  soient  jamais  offertes 
en  \uaiyse. 


IV.  —  Comparaison  entre  les  expressions  sous  forme  de  produits 
infinis  et  de  séries  des  fonctions  S  et  H. 


Nous  venons,  dans  un  rapide  aperçu,  de  montrer  le  lien  et  l'ana- 
logie des  séries  qui  donnent  l'expression  des  fonctions  doublement 
|>ënodiques  à  une  seule  variable,  et  de  celles  qui  conduisent  aux 
transcendantes  abéliennes  les  plus  générales.  Mais  le  cas  le  plus 
simple  dont  nous  allons  nous  occuper  exclusivement  est  le  seul  où 
ait  lieu  une  décomposition  en  facteurs  que  ne  comportent  aucune- 
nirnl  les  cas  les  plus  généraux  où  les  séries  renferment  deux  ou  un 
\A\\^  grand  nombre  de  variables.  Le  rapprochement  de  ces  deux 
p-nres  d'expressions  se  pré-^ente  de  lui-même,  et  résulte  de  ces 
r»^lation>  qui  ont  été  précédemment  données  et  que  nous  réunis- 
sons \r\  : 

H  <x-*-'.«K)=      e  {X),        e  (X  H- •2fK')  =  —  e  (x)e    k'"^'   '^ 

H  <  j- —  2K,)  =  —  H  (X),  H  (jr-h  i/K)  =  —  H  (x)e     k'*"^'    ^ 

—  —  .1- 
t»,  .  x-t-  «K)  =       ^\ix),  e,  (a-H- ziK')  =       (dx{T)e     k""^'    ', 

II,rjr-4- aK)  =  —  H,(3r),  H,(j--h '2iK')  =       Hx(x)e     K   "  "^'    '. 
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Comme  on  a  évidemment 

on  voit  qur  les  fonctions  B(x)  et  H(j7)  satisfont  toutes  deux  à  ces 

conditions 

*(.r-H4K)     =*(.r), 

et  les  fonctions  Si{x)  et  H,(x)  à  celles-ci,  pour  une  raison  sem- 
blable, 

---I»      iK', 

<l>(j*-i-2/K')  =  <ï>(ar)e     1^' 
Mais  ce  sont  précisémenl  celles  que  vérifie  l'expression  générale 

lorsqu'en  supposant  le  nombre  k  égal  à  2,  on  prend  pour  périodes 

6  =  2  «  K'. 

Les  constantes  Gm  !^e  réduisent  alors  à  deux,  ao  et  «4,  et,  comme 
elles  suffisent,  ainsi  que  nous  Tavons  établi,  à  représenter  la  solu- 
tion de  ces  écj nations  la  plus  générale  par  des  fonctions  entières, 
en  leur  attribuant  des  valeurs  convenables,  les  fonctions  B|  (jc) 
et  H|  (j")  seront  données  par  la  série 

/TT»  / t:  •  (t/n-»-l|'  /7C.>- 


Cette  détermination  résulte  d'ailleurs  immédiatement  des  condi- 
tions 

HiCr-H'^K)  =  —  H,(r): 

on  remarque  en  efl'el  que*  les  séries  qui  multiplient  a^  et  a^   véri- 
fient respectivement   la   première  et  la    seconde,  de  sorte  qu'on 
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4iura 


en  désignant  par  a  et  ^  des  quantités  constantes.  Si  Ton  remplace 
le>  exponentielles  par  les  lignes  trigonométriques  et  la  variable  x 

par 5  on  obtiendra  ces  développements  remarquables 

xOi    ( j  =  i  -h  2q  ces 237  -f-  'iq^  cos4a?  -+-  iq^  cos6a7  -♦-..., 

SHi  (  j  =  ^^/qcosx  -^  ^V^^*  cos3j:*  -+-  îy'V**  cos5ar  -h.. .. 

En  y  remplaçant  x  par  j;  -4-  -,  on  en  déduira 

ï6  ( j  =  I  —  2y  cos'iar-H  2^*  cos4^  —  '^q*  co86j?  -h.  . ., 

âH  (  j  =  2 /y  sinar  —  '^\q^  sinior  -h  2y/'^**  sin5ar  — . . .. 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  à  la  relation 

ou  lrou\era  que  les  deux  constantes  a  et  |5  sont  égales  entre  elles. 
\oici  donc  entre  les  séries  et  les  produits  iniinis  des  relations  d'i- 
dentité exlrémeinenl  dignes  d'intérêt,  et  auxquelles  bien  d'autres 
méthodes  pourraient  conduire.  Jacobi,  le  premier  auteur  de  leur 
dérou\erle,  et  M.  Cauchy,  en  ont  donné  plusieurs  qui  sont  tout  à 
fait  élémentaires,  mais  c'est  surtout  la  sui\ante  qui  appartient  à 
M.  (iuchy,  et  présente  ce  caractère  ainsi  qu'on  va  le  voir. 
0»nsidérons  avec  l'illustre  Géomètre  le  polynôme  entier  et  fini 

:^{  Z)  =  (l  -h  Z){l  -h  qz)(l  -h  q*Z).  .  .{\^  Ç"~^  ^) 

=  I  -h  A,  -s  -h  A,  5*  -4-  . .  .  -+-  A„  z". 

La  relation  identique 

{l-^Z)^{qz)  =^(i-^q''z)9{Z) 
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donne  cette  suite  d'égalités 

A,(i  — ^)  =  I  —  ^«, 


d'où  l'on  déduit  immédiatement 

Cela  posé,  nommons  un  instant  ^{z)  ce  que  devient  ç(^)  en  y 
remplaçant  q  par  q'^^  n  par  a/i  et  z  par    ^^_^«  Si  l'on  fait 

on  trouvera  aisément  a,  au  moyen  de  A/,  et,  en  introduisant  /i  -h  i 
pour  indice,  on  aura  cette  expression 

Le  nombre  entier  /  doit  être  regardé  comme  recevant  toutes  les 
valeurs  de  —  /i  à  -h  /«,  mais  on  peut  se  borner  par  exemple  aux 
valeurs  positives,  car  on  vérifie  sans  peine  la  relation 

il  en  résulte  pour  ^{z)  cette  forme 

4>( 5)  =  a« z«  -+-  a«_H,  (  5"-»  -i-  ;5"-^»  ) 

-t-  a«^.,(  j"-  «  -4-  «"-^«)  -H ...  -h  a,«(i  -h  z*"), 
ou  encore 

*(5)  =  a„c«ri-h^^î^(-5-+-;5-»)-*-  ?llî(^i^«-i)-h...  1. 
L        3«  8«  J 

Mais  revenons  à  la  valeur  de  ^{z)  sous  forme  de  produit,  et  ob- 
servons (l'abord  qu'en  remplaçant  q  par  </^  el  n  par  in  dans  ©(5), 
il  vient 

(l  4-  5)(H-y*2)(H-  y^5).  ..(  I  -r-  y*«-«^) 
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de  sorte  qu^en  mettant  en  dernier  lieu    ^^_^  au  lieu  de  5,  on  trou- 
vera 

Or  on  peut  écrire  autrement  les  facteurs  du  premier  produit,  en 
remarquant  que 

q       9  \      ^  I 

Z  Z     /  </5\ 


cela  donne  pour  ^{z)  cette  nouvelle  valeur 

*'"-p(-î)(-ï)-(-^) 

X(i-+-^5)(i-+-^'5)...(n-  q^'*-^z). 

Telle  est  la  forme  définitive  du  produit  de  facteurs  dont  nous 
avons  le  développement  suivant  les  puissances  de  z.  En  faisant, 
pour  abréger, 

c'esl-à-<lire 

"'   ~  (I  —  ^««^-*)(i  —  qi"-^''),,.{i  —  <7««-^«/)' 
rideiilité  algébrique  que  nous  venons  d'obtenir  s'écrira  ainsi 

1 1  ^  qz )  ( i  -k-  ç*  z ) .  .  .H  -^  ç*"-^  Z) 

el  par  suite,  en  faisant  z  =  e^^^, 

*\^  jtq  cos'tar  -»-  ^'Xi  -H  2^»cos2jr-4-  7^) . .  .  (i-H  7.^*"-'  cos2j:  -h  ^*"~*> 
=  31.(1  -♦-  'laiq  CCS '23? -H  aû,^'»  cos4  j?  h-.  .  .-r  '2a«^"'  cosanx;. 
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Or  on  a  pour  n  infini 


5lii  — 


Û,  =   I , 


et  ridentité  algébrique  fournit  l'importante  propriété  de  la  trans- 
cendante 6,(j7),  exprimée  par  la  relation 

(l  -H  iq  C0S1X  -H  9*)  (l  -H  '1^'  CO%'lX  -h  ^*)(i  -f-  2^*  C0%1X  -f-  ^'•). . . 
_^  1  -+-  2^  cosiar  -4-  «2^*  cos4^-»-  29»  cos6ar-h... 

"  (i-^«)(i-^M(i-^*).-. 

Ce  résultat  nous  conduit  à  préciser  complètement  la  définition 
première  que  nous  avons  donnée  des  quatre  fonctions  ©(a?),  H(j;), 
B,(x),  Hi(j7),  en  les  représentant  par  un  produit  de  facteurs 
affecté  d'un  coefficient  A  resté  jusqu'ici  arbitraire.  Nous  ferons 

désormais 

A  =  (i-^«)(i-9*)(i-^6)(i-9»)..., 

et  nous  aurons  de  la  sorte 

81  (  — ;;;—  1  =  I  -H  2^  cos2ir-t-  2^*  cos4ir  -H  2^»COS6a7  -f-.  . .. 
En  partant  de  là  et  à  l'aide  de  la  relation 

on  aura  ensuite 

\  =  2  {/^  cosa7-i-  2^/^*  cos3a7-i-  ly/q^*  co%bx  -H.. ., 

et  ces  deux  formules,  en  y  changeant  j;  en  j;  H-  —  »  donneront 

)  =  '  —  '-^^  COS2X  H-  iq^  cos4ar  —  2^*  cos6â?  -4-. . ., 

H  (     ^     )  =  2  y/  ^  sin a?  —  2  v^'  sin  3  J7  -h  2  /<7**  sin  5 a?  — .... 

Telles  sont  sous  les  formes  de  produits  infinis  et  de  séries  les  trans- 
cendantes dont  nous  alloi\s  établir  les  propriétés. 
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I>es  deux  formes  principales  que  peuvent  prendre  parmi  une 
infinité  d'autres  les  fonctions  6,  H,  etc. 

O-  point  touche  à  la  plus  belle  partie  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.,  à  la  théorie  de  la  transformation,  que  les  bornes  de 
cette  Note  ne  nous  permettent  point  d'aborder.  Mais,  indépendam- 
ment de   leur  intérêt  propre,  les  formules  que  nous  allons  établir 
et  qui    donnent  cette   transformation  spéciale   des  fonctions  6, 
H,  etc.,  où  Ton  remplace  l'une  par  l'autre  les  quantités  K  et  iJsJj 
nous   seront  indispensables    plus  tard,  et  nous  devons  d'autant 
moins   les  omettre   qu'il   est    extrêmement  facile  d'y  parvenir, 
comme  on  va  voir.  D'ailleurs,  on  sera  mis  ainsi  sur  la  voie  de  la 
recherche  analogue  et  plus  générale,  où  l'on  remplace  K  et  ÎK 
par  mK-h/w'/K',  /iK-f-  n' i¥J^  m,  m',  /i,  /l' désignant  des  fiombres 
entiers,  et  qui  constitue  le  sujet  même  de  la  théorie  de  la  transfor- 
mation. Dans  le  cas  où  mn! —  m!  n=  i,  on  est  amené  à  ce  que  Ja- 
cobi  nomme  la  théorie  des  formes  en  nombre  infîni  des  fonctions 
0.  H*  etc.  ;   mais,  parmi  toutes  ces  formes,  ce  sont  celles  que 
nous  allons  établir  et  dont  nous  aurons  à  faire  usage,  qui  méritent 
d'être  particulièrement  distinguées.  Posons 

r„(x)=e^»^»i'H,C:r), 

DU  verra  immédiatement  correspondre  aux  relations  fondamentales 
propres  aux  fonctions  6,  H,  64,  H|,  à  savoir: 

e  (x-h  K)=     e,  [X), 


(  Hi(a7H-K)  =  — H(:r), 


%  (x^iK')^iH{x)e    '.K  '•'■"^''^', 
H  (a:  -H  «K')  =  le  ix)  e"  ^"'^  *  '■^'*^\ 
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celles-ci  : 


ic) 


\  0^(j:-+.iK')=r,,(^), 


id) 


0  (^-f-K)=      ^,{x)e^^'^^'"^^\ 
Tj  (j:-+-  K)  =       iQ,(ar)«*»  , 

e,(^H-K)=     e  (:r)^nf*»-^-^»\ 

rj(j7-f-  K)  =  — Tj  (arje^"^ 

Cela  posé,  remplaçons  les  équations  (a)  parles  suivantes,  qui 
évidemoient  leur  sont  équivalentes  : 

e    (X— K)=       e,(a:), 
.H  (:r-K)=-H,(ar), 
^''^  j  ei(:r— K)=       er:r), 

(  H, (a:-  K)=       H(a:). 

Alors,  en  comparant  les  équations  (a')  et  (A)  aux  équations  (c) 
et  (rf),  on  remarque  que  le  second  système  de  relalicms  coïncide 
avec  le  premier  lorsqu'on  y  remplace  d'une  part 

K    et    iK' 
respectivement  par 

iK'    et    -  K, 

et  de  l'autre 

e(x),   T,(x),   e,(j:),   T,,{x) 

par 

Htcr),    ln(>),    e,(x),    e(a:). 

Les  nouvelles  fonctions  que  nous  avons  introduites  se  trouvent 
ainsi  ramen<''es  aux  anciennes  et,  si  Ton  remarque  que  par  le  chan- 


gement de  K  en  /K',  et  de  iK'  en  —  K  la  quantité  q-=.e      ^   de- 
vient  q^-=,  e      *^,  on  aura  en  conclusion  les  expressions  suivantes, 
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OÙ  M  et  N  désignent  deux  facteurs  constants  : 

|-       ^  (  — - —  ]  =  W.'>.  ^qn  cosa-d  -t-  'àql  co^'It  h-  ^J) 

X  (I  -4-'i7}  COS>SX-H9J)U  -H  iql  C0S'2J?-+-^J*),  .  .., 

i\  { I  =  M.2  î/^  sina-(  i  —  2^*  cos2r -+-y}) 

X  (I  — 'i^JcosAX  -^</o)(i  —  a<7J  cos'ia?  -H  ^i*), 

**i  (  — 3 —  \  =  M . (I  -H  -i <7o  cos 2 X  -t- ^î  ) 

X  (1  -+-2^J  COS2J:  -+-  ^J  )(l  -H  2^4  008237 -+-  ^J"),  .  .  ., 
/2lK'j-\  _-  - 

Ta  y  —^ — 1  =  M(i  — 29roCOS2a:-H^Î) 

X  (1  —  2^,*,  COS2X-+-  </J  )(l  —  2^J  COS2a7-+-  ^J"),   .  .  ., 

1'        6( J  =  N  (2  v^  cosir-+-  2  /yj  cos3a7-H  2  /^J*  cosSar  h-  . . .), 


^1  ( J  =  M  (I  -+-  -2^0  cos2ar  -h  2^J  cos4^  -+-  2^J  cosfia?  -^. . .), 

r.i  ( j  =  N  (I  —  -Ago  COS2X-H  2</i  cos4a:  —  2^J  cos6.r  -h. . .  ). 


Le  principal  intérêt  de  la  seconde  forme  analytique  qui  nous 
c-il  ainsi  donnée  par  les  quantités  6(\r),  "^{x),  etc.,  consiste  en 
ce  que    Ton  introduit,    au    lieu  de  j   rar*i;umenl  imaginaire 

—^ —  En  supposant  K  et  K'  réels,  on  a  donc  sous  forme  réelle 
et  Ton  |)eut  suivre  la  marche  des  fonctions,  que  l'argument  soit 
lui-m«Mne  réel  ou  multiplié  par  y/ —  1  ;  bientôt  on  en  ^erra  une 
application. 

Propriétés  fondamentales  des  fonctions  e  et  li  ;  définition 
de   sinain^r,   oosam^r,   A  a  m  37. 

Kn  eni|>loYanl  dans  ce  qui  précède  la  considération  de  la  fonc- 

fHnir  le  caj»  de  k  =  2,  nous  avons  supposé 

a  =  4  K, 

ù   =2/K'. 
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Désormais  nous  garderons  pour  périodes  ces   deux  quantités,  et 
nous  ferons  par  suite 


avec  la  condition 

ce  qui  donnera,  comme  nous  l'avons  établi,  la  manière  la  plus 
générale  de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  uniformes  aux 
deux  conditions 

1  k  tK 

'  *(a:-+- 'itK  )  =  <l>(a7)e     ** 

Cette  solution  générale  renfermera  donc  pour  k  =  4?  par  exemple, 
quatre  constantes  arbitraires,  que  l'on  mettra  en  évidence  en  dis- 
tinguant ces  quatre  formes  de  Tindice  m,  ni^iriy  in-hij  4^-^^y 
4/1  H-  3,  ce  qui  donnera 


^{X) 

_     (Jn-.  Il"     ^        ..lira- 

(4rt-»-3.«     „          .    lUa- 

V7    — ;; —   (*«+») -r^ 

ou  bien, 

pour  abréger, 

Par  là  on  voit  que,  dans  le  cas  où 

*(T  -r-  aK)  =  *(a7), 
la  solution  est  représentée  par 

<t>(x)  =  ao*o(^)-+-  a,4>i(x), 

et  ne  contient  plus  que  deux  constantes. 
De  même,  en  supposant 
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OD  aura  avec  deux  constantes  arbitraires  seulement 

4>(ar)  =  «1  4>|(jr)-+-ûfj4>3(a7). 

Ainsi  nous  avons  la  manière  la  plus  générale  de  vérifier  ces  deux 
STslèmes  de  conditions,  savoir  : 

I  '  tin 

I  4>(a--h2tK')  =  *(a:)e"    ^  ^•''^*^\ 

'  *(.r-H2iK')=4>(x)e      « 

Cela  établi,  nous  remarquons  qu^en  élevant  au  carré  les  deux 
membres  des  diverses  équations  fondamentales  de  la  page  i52, 
les  résultats  sont  précisément  de  la  forme  du  premier  de  ces  deux 
systèmes.  Nous  en  tirons  cette  conséquence,  qu^en  désignant 
para,  6,  etc.,  des  constantes,  on  aura 

et  en  changeant  x  en  x  -4-  K, 

Eo  second  lieu,  si  Ton  multiplie  membre  ù  membre,  soit  les  deux 
premières,  soit  les  deux  dernières  de  ces  mêmes  équations,  c'est 
ià  la  forme  du  second  système  qu'on  se  trouve  amené,  par  suite 

on  A 

V  et  B  désignant  de  nouvelles  constantes,  et  cette  relation  donne, 
pn  V  changeant  x  enx  -h  K<  la  suivante  : 

ei(x)Ht(x)  =  iA*,(  x)  —  iB<I»i(j?). 

De  1(1  »e  tirent,  parmi  bien  d'autres  conséquences  (*  ),  les  relations 
4|t;#-briques  et  dilTérentielles  de  nos  fonctions. 


Notanmeol  la  transformation  du  i^econd  ordre. 
H.  —  II. 
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I.  —  Relations  algébriques.  —  Du  module  et  de  son  complément. 

Deux  équations  linéaires  entre  les  carrés  6^,  H^,  Bjf,  HJ  résul- 
tent évidemment  des  expressions  de  ces  quantités  par  <Po  (^)  et 
<I>2(x).  L'une  d'elles  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

e«(ar)  =  aH»(^)-+-a'HJ(>), 

a  et  t!  désignant  des  constantes  que  nous  allons  déterminer. 

Pour  cela  faisons  ces  deux  hypothèses  x  =  o  et  x  =  K;  comme 
on  a,  d'après  les  formules  de  la  page  i43,  H^o)  ^  o,  Hi  (K)  =  o, 

il  viendra 

__  e»(K) 

''■""Hî(o)' 
Mais  on  introduit  au  lieu  de  a  et  y!  les  quantités  suivantes  : 


■"«^(K) 

et  comme 

la 

relation 

H(x-T-K)=H,(j') 

donne 

H(K)  =  H,(o), 

on  aura 

1               ,       k' 

d'où 

Cette  première  relation  obtenue,  la  seconde  en  résulte  en  y 
changeant  x  en  x  -r-  /K';  si  Ton  emploie  à  cet  effet  les  formules 
données  page  i43.  il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  expo- 
nentiel, 

ou  bien 

Ces  deux  équations    représ«'ntenl    d'ailleurs   toutes  les  relations 
algébriques  possibles  entre  nos  quatre  fondions;  elles  conduisent 
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à  la  notion  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  k  et  A',  et 
donl  les»  racines  carrées  s^expriment  en  série  de  celle  manière  : 

/7T_  0{o)  _  I  —  2 y  -^  2 <y^  —  ay'-* -4-  vy^''  —  .  . . 

I^  première,  A',  s'appelle  le  module  de  6(x),  Hi^r),  B|  (x), 
H|  '  X),  el  la  seconde,  X*',  le  complément  du  module.  Considérées 
p<ir  rapport  à  q,  ou  plutôt  en  faisant 

par  rapporl  à  la  variable  o),  ces  quantités  constituent  un  genre  de 
fonctions  analytiques  entièrement  nouvelles  et  de  la  plus  haute 
importance  parmi  les»  fonctions  d'une  seule  variable.  C'est  prin- 
cipalement en  Algèbre,  dans  la  théorie  des  équations,  et  en 
Arithmétique,  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  à  deux  in- 
déterminées, que  la  considération  de  ces  fonctions  a  suggéré 
d'elle-même  des  points  de  vue  tout  nouveaux  et  ouvert  des  voies 
téf  ondes,  où  ont  été  obtenus  les  plus  intéressants  résultats.  Les 
bornes  de  cette  Note  ne  nous  permettent  pas  d'entrer  dans  ce 
rhamp  <léjà  si  étendu  de  belles  recherches,  mais  ce  que  nous 
dirons  à  l'égard  des  fonctions  B,  H,  etc.  servira  de  préparation 
^uf fixante  pour  lire  les  Mémoiies  spéciaux  qui  y  sont  consacrés. 
0'»t  de  ces  fonctions,  en  efl'et.  étudiées  à  la  fois  par  rapport  à  x 
fl  w.  que  découle  tout  ce  qui  concerne  k  et  //  qui  contiennent 
seulement  co.  et  il  ne  semble- pas  possible,  dans  l'étal  actuel  de  nos 
connaissances  en  Analyse,  d'arriver  à  toutes  leurs  propriétés  en 
partant  uni(|uement  de  leur  définition  comme  quotient  des  séries 
données  précédemment  (  '  ). 

•  I  Fui!»«oii  Cl  M.  Cauchy  sont   arrivés,  par  deux  méthodes  différente*,  à  celle 
il* mite  :  

V  —  l'w  (I  -•-  itf  '"  -t-  ■je'"''^  -h  i  e'''"-+-. . .) 


•jui  <  onduit  à  des  proprielé>  fondaiiieiiiales  des  modules  consitlérés  romme  fonc- 
ii'ifi  .!••  u.  Mais  il  u'csL  possible  de  tirer  de  la  (fue  la  transformation  pr)ur  le  pre- 
mier ordre,  et  aucune  autre  voie  [lour  parvenir  aux  équations  modulaires  ne 
^f^i  rnrorf*  olferlc  que  celle  qui  a  été  tlonnéc  par  les  fondateurs  de  la  théorie 
«!<;»  lonrtion^  elliptiques. 
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On  se  rendra  compte,  jusqu'à  un  certain  point,  de  cette  diffi- 
culté, en  observant  que  k  et  A"'  n'existent  comme  fonctions  de  u 
qu^autânt  qu^en  supposant  cette  variable  imaginaire  et  de  la  forme 

CD  =  a  H-  tp, 

p  eêi  essentiellement  dînèrent  de  zéro  et  positif.  Ce  sont  donc 
véritablenieaL  des  partie?^  de  fonctions  qui,  des  lors.,  échappent  à 
beaucoup  des  méthodes  les  plus  habituellement  employées*  \însî, 
il  n'existe  pas  pour  /  et  k^  de  développeuient  suivant  les  puissances 
de  ti>^  et  si  Ton  fait 

w  =  ujft  H-  A 


pour  pouvoir  employer  la  série  de  Taylor,  voici  encore  les  cîrcoa* 
stances  particulières  qui  viennent  ^'offrir.  Les  quantités  k  et  A*' 
sont  déterminables  par  la  résolutitm  d*une  équation  numérique, 
pour  une  intinité  de  valeurs  de  to,  telles  que 


ta«}  =:= 


/-B 


A,  6,  C  étant  entiers,  et  B  essentiellement  positif;  mais,  si  rem- 
ploi de  ces  valeurs  initiales,  en  faisant  (*>  =x  tu^  +  A,  donne  pour 
premier  ternie  des  séries  une  simple  irrationnelle  numérique,  les 
termes  suivants  sont  nécessaîrementdes  Lranscendantes,  Ainsi,  par 
exemple,  pour  tù^  ^=  £,  on  aura 


*  =  :?=■ 


et,  en  prenant  to  ^  (  4-  A,  ce  sera  l'intégrale 


qui  entrera  dans  tous  les  coefficients  des  développements  de  A- 
et  A'^  suivant  les  puissances  croissantes  de  h.  On  voit  par  là  com- 
bien on  est  éloigné  des  séries  qui  définissent  les  transcendantes 
simples,  où  les  coefficients  sont  toujours  commensurables.  Mais, 
sans  nous  étendre  plus  longuement  là-dessus,  et  pour  revenir  à  ce 
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qui  concerne  notre  sujet,  nous  allons  justifier  les  dénominations 
de  module  et  de  son  complément,  données  à  A*  et  Ar',  en  démon- 
trant cette  égalité 

)t«-+-)t'«  =  i. 

Les  deux  relations  que  nous  avons  obtenues  sont 

/-e»(ar)  =  H,(j7)     -4-A-'HJ(ar), 
e»(ir)  =  k  H^Ct)  -+-  k'  ^]{x). 

Faisons  dans  la  seconde  j:  =  K,  après  avoir  divisé  les  deux  mem- 
bres par  0*(j7),  en  remarquant  qu'on  a 

et,  par  suite, 

e,(K)  =  e(o), 

on  trouvera  précisément  l'égalité  qu'il  fallait  démontrer. 
Il  en  résulte  cette  relation  entre  les  séries  infinies 

=  (l  -f-  2^  -f-  iq*  -f-  iq'^  -+-  7.q^^  -f-, .  .)*» 

qu'il  est  extrêmement  facile  d'établir  directement  à  l'aide  des 
propositions  arithmétiques  connues  sur  la  décomposition  des 
nombres  entiers  en  quatre  carrés.  Mais,  laissant  encore  de  côté 
ce>  questions,  nous  allons  compléter  ce  qui  concerne  la  défini- 
lion  même  de  k  et  k'  dont  nous  avons  obtenu  les  racines  carrées 
comme  fonctions  uniformes  et  bien  déterminées  deo).  Jacobi  a  fait 
^nir  que  les  racines  quatrièmes  possèdent  la  même  propriété  en 
♦lonnant  les  formules  remarquables  que  nous  réunissons  ici  : 


I  -H  <7  —  </*  —  7*  —  .  .  . 

^     I  -+-  ^  H-  y»  -f-  ijr*  -H . . . 
*^      "  *  I  —  v.<7« -H  7.y»  —  .«y"»  — . 
'     ^  '  i-hiiç -h>.q^ -h-xq* -i-... 
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Les  lois  de  ces  séries  sont  données  pur  ces  formules  où  le  signe  \] 
s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  l'Indice  n  de  —  oo  à  H-  oo,  savoir  : 


y/k  =  y/~x  Vq 


^    (  |jW^6/l'-^2rt 


/i'-+-/i      ."in'-t-ii 


2'- 


3.  =s/->.Vq 


4.  =  v/i  v^ 


2  ^'"'"'^ 


En  second  lieu,  et  pour  le  couipléuient  du  module,  on  a 


2. 

3. 
4. 


i-h7- 

r- 

— 

■y^ 

—  7--... 

1  —  7- 

<f' 

— 

7^ 

-»-  7»o_... 

1-^7-r- 

r 

-^ 

r/" 

-t-yi"^... 

1-27 

-^'iq 

V  __ 

■  >.  y'"'  -t-  i^**^  — .  .  . 

I  —  j.q-  -r-  •>r/*  —  2 y**  -*-  -.'.y^*  — .  .  . 

I  —  J.q^  ■+-  >.</*  —  7.7'*  ^  -2735  —  .  . . 
I  —  'J.q  -^  iq''  -r-  f.q^  -r-  iq^'^'  ^ .  .  . 


OU,  en  mettant  en  évidence  les  lerujes  {généraux. 


n'-f-n      Sn'-r-n 
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3.  Î/X'  =  ^ 


2  (—1  )''</"■' 
^(_  ,)«yi«' 

La  quantité  \lkk'  qui  joue  aussi  un  rôle  important  est  donnée  par 
le  déveluppeinent  de  forme  semblable  aux  précédents  : 


^€ 


Posons 


II.  —  Définition  de  sinaiiiJ^,  cosamar,  Aanij?. 
Équations  différentielles. 


I     HO) 

"  =   -7=    -IL '' 


w 


=  /x 


Lc«i  r»*lalions  iilj4[**briques  obtenues  prérédeminenl,  et  qui  sont  lio- 
niMirrnes  par  rapport  aux  quatre  fonctions,  donneront 


//=  -r-  ('ï    =   I  , 

A-2  a*  -+- 11^*  =  I  . 


\m  prenii«Te  <'onduit  à  représenter  a  par  un  sinus,  i'  par  un  cosi- 
nus»: r*e>t  re  qu'a  fait  Jacobi,  et,  en  adoptant  les  notations  de  Til- 
bi^'tre  ;;éojnètre,  nous  |)oserons 


a  ■=.  siii  Axwx. 
V  —  eus  aiii.r, 
ii^  =  A  a  m  T. 


Le  -•înii>,  l«;  cosinus  et  le  A  de  ran)|)litude  de  la  variable  jc  seront 
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ainsi  les  trois  fonctions  doublement  périodiques  fondamentales. 
Nous  voici  amenés  maintenant  au  point  en  quelque  sorte  le  plus 
essentiel  do  la  théorie,  où  Ton  a  pour  but  de  les  définir  par  trois 
é(|uations  différentielles. 

Considérons  à  cet  effet  la  dérivée  de  ££,  à  savoir  : 

du  _  2_  ^'{T)ki(x)—  \\ix)B'(x)  _  »(j?) 

Cette  dérivée,  comme  la  fonction  elle-même,  admet  la  période 
2  fK' et  ne  fait  que  changer  de  signe  lorsqu'on  change  r  en  ^4- aK; 
ayant  donc  pour  le  numérateur  la  valeur 

on  tirera  immédiatement  des  relations 

e«(j--f--AK)    =e>(x), 

aii:xquelles  donne  lieu  le  dénominateur,  celles-ci  : 
*(ar  -4-  -jiK)    =  4>(r), 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  précédemment  établi  (p.  i6o  et  i6i),  on  a 

4»(ar)  =  flr|«,(a')-ha3*s(^)  =  m  kiix)H{x)  ^  nix^^i^)  H,(x), 

///  et  /Wj  désignant  des  constantes.  Observant  donc  que  u  change 
de  signe  avec  .r,  et  que,  par  suite,  -7-  est  une  fonction  paire,  on 
voit  que  la  partie  impaire  //i6(jr)  H(j:)  doit  disparaître;  ainsi 
m  =:  o,  et  Ton  a  simplement 

^ix)  =  w,e,(r)  H,(jr). 
En  divisant  par  ^^{x)  et  faisant 


X' 


=  l^. 


il  viendra 


— -  =  UI'W  =  |X  V  (I  —  w*  )(i  —  A*i/*). 
dx 
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Cette  constante  [x  représente,   puisque  la  fonction  u    s'évanouit 

a\ec  jr,  la  limite  du  rapport  ^ pour  :r  =  o,  limite  qui  dé- 

pt*nd  en  général  des  quantités  K  et  K'.  Mais  nous  avons  précé- 
demment remarqué  que  l'expression  des  fonctions  0(j:)H(^)  ne 

changeait  pas  en  y  remplaçant  x,  K,  K'  par—»  ->  —,  et  que  cette 

y.      y.        y. 

circonstance  serait  utilisée  pour  particulariser  d'une  certaine  ma- 
nière les  périodes.  D'après  cela,  nous  allons  introduire  une  rela- 
tion qui  aura  pour  eH'et  de  rendre  égale  à  l'unité  la  limite > 

iitin  de  rapprocher  en  ce  point  essentiel  le  sinus  d'amplitude  du 
sinus  trigonométrique.  Ayant 

«inamfj-)         i  ^t       :iK\  ^  K  f^  K       ^  / 


I        7Z 


ou  h 


leii 


^  Il  —  iq  cos  ,7-  -•-  ^*  )  I  I  —  '>'fl    <^os   |T-  -^-  ^    )  ••• 

nous  ferons,  pour  x  -=.  o^ 

J_  T.    y/yd  — y«r-(i  — yM*(i  — y«)»... 

Ainsi,  en  admettant  que  les  quantités  K  et  K'  vérifient  cette  condi- 
tion, nous  aurons 

du 

-— -  =  ptv: 

(ix 

cVsila  premit>redes  relations  difFérentielles  que  nous  voulions  éta- 
Iilir.  f^es  autres  en  découlent  à  l'aide  des  équations 

M*  -H  t»*  =  I  » 
A*  W*  -H  iV*  =  i . 

et  M>nt 

dv 

-j-    =  —  uu>, 

dx 

dw 

-7-  =  —  ki  u  V. 

dx 


i7<>  cervRKS  de  <:harles  hermite. 

Plus  généralement,  on  aura 

d*"  u 

-y—-    =(  Ao  -+-  A,  a*  -h  AjW*-4-...-h  A„a«")  m, 

les  coefficients  étant  des  fonctions  entières  de  A*^.  On  en  déduit  ce 
développement  qui  subsiste  entre  les  limites  —  i  et  -h  i  de  la  va- 
riable, et  où  Ton  a  fait 

u  =  X  —  i k a -+-  4  A* (  a-  -+-  3  ) 


1.2.3         »              ■      /  ,..i.3.j.5 
8X-3(a*  -^  33a)— -i^ h  iGA*(a*-+-3o6a«-f  189)       ^ 


l.'2...7  "     I.-2...9 


—  32A-5f  X*  -i-  -ijGfia^  -H  8289 a) 

1    .    Z  ...    I   I 

On  trouve  de  même 

1.2  I  .  '2  .  3  .  4  I  .  '2  . . .  (> 


(I  -r-4<>8X-'-.-9i2A--+-  64 A«) 


1.2. ..8 
r* 


w  =  I  —  A2 -A«(4-T-A-«) 


1.2  I     -2.3.4  I.'2...<) 


-H  XM64  -H  91  > X«  -+-  408 X-^  -h  k^  ) 

M.  Gudermann  (')  a  fait  la  remarque  qu'on  pouvait  poser,  aux 
termes  prcs  du  cinquième  ordre, 

sin  (x  J \  -\-  Xr>) 

u  =  .  — - 

V^i-hX* 

et 

i>  =  rosj?,  t*'  =  cosArjr, 

en  négligeant  seulement  x\  ce  qu'on  vérifiera  sans  peine  par  le 
dévelop[)emenl. 

Voici  donc  une  nouvelle  et   complète  définition  des  trois  fonc- 
tions doublement  [>ério(li(|ucs,   en   joignant  aux  étpiations  dill'é- 

(•j  Journal  de  C relie,  l.  l'J. 
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renlielles  les  valeurs  îniliales  w  =  o,  r  =:  i ,  «'  =  i  pour  x  =  o.  En 
particulier,  la  fonction  sinam(a:)  sera  déterminée  en  posant 


et  c'est  cette  intégrale,  ou,  plus  généralement, 

¥{u)du 


f 


v/(  I  —  «f*  M  I  —  A-  m'  ) 


en  tiésignant  par  F(u)  une  fonction  rationnelle,  dont  l'étude  a 
oinert  la  voie  pour  parvenir  aux  fonctions  elliptiques.  On  recon- 
luit  ainsi  Forigine  de  cette  expression  de  fonctions  inverses,  dont 
nt»us  avons  plusieurs  fois  fait  usage,  puisque  ii  est  la  fonction  in- 
\erse  de  l'intégrale  dont  la  valeur  est  r,  et  Ton  peut  juger  quel 
long  enchaînement  d'idées  et  quels  efforts  il  a  fallu  pour  parvenir 
de  là  aux  notions  de  fonctions  doublement  périodiques  et  aux  sé- 
ries- qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ.  Mais  ce  long  travail  a 
âé  fécond  pour  la  Science;  c'est  comme  conséquences  de  ces  re- 
cherches que  nous  ont  été  acquises  plusieurs  notions  analytiques 
entièrement  fondamentales,  et  eu  particulier  ce  que  nous  savons 
îur  le  mode  même  d'existence  des  fonctions  intégrales.  Après  avoir 
trouvé,  par  exemple,  que  sinam(j:)  ne  change  pas  lorsqu'on 
<  hauge  X  en  j:  -h  4  '^i  K  -r  2  m' iK'^  m  et  /?i'  étant  des  nombres  en- 
fiers,  on  a  du  nécessairement  rechercher  dans  l'intégrale 


/ 


(/U 


)/iA—  u^)(i  —  A-^ui) 


là  nii>on  de  celte  sorte  d'indétermlnalion  qui  donne  naissance  à  la 
firriodirité  dans  la  fonction  inverse.  M.  Cauchy,  dans  son  Mé- 
nioinr  sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires,  avait 
donné  les  principes  essentiels  de  cette  étude  si  importante;  rlle 
4  été  complètement  faite  par  M.  Puiseux,  dans  un  excellent  travail 
intitulé  :  liecherches  sur  les  fonctions  ali^^ébriques  {Journal  de 
M.  Li'tuirille^  année  i8;*)o),  et  auquel  nous  ren\oyons  le  lecteur. 
In  autre  résultat  encore  consiste  dans  ce  sens  plus  complet  et  plus 
approfondi,  que  l'ona  été  conduit  à  attacher  en  Analyse  à  l'expres- 
Hon  même  de  fonction,  en  reconnaissant  et  en  caractérisant, 
entre  les  divers  modes  de  dépendance  de  deux  quantités,  des  dis- 
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lînclions  essentielles  et  donl  les  recherches  auxquelles  a  donn^ 
lieu  la  théorie  des  fonctions  eUiptiques  ont  montré  toute  TiiTipor 
tauce,  Ainâi  ont  été  proposées  ces  questions  dont  Tobjet  est  dd| 
reronnaître  dans  lu  définition  même  d'une  ftmetion,  donnée,  par] 
exemple,  par  une  équation  diflTt^rentielte,  si  elle  est  uniforme  ou] 
non,  et  dans  le  premier  cas  st  elle  est  entière  ou  fraclionnaire» 
Les  résultats  les  plus  beaux  par  leur  grande  généralité  qui  ont  étél 
obtenus  dans  cette  voie  sont  dus  à  M,  Weierstrass  (')  et  à] 
M.  Riemann  (^  ). 


m.  —Des  quanlitiTs   K  éi   K\ 


En  particularisant  les  périodes  de  manière  à  rendre  égaie  à 
Tunité  la  limite  du  rapport  — - —  pour  ar  inOuiment  petit^  nous 
sommes  parvenus  à  Tex  pression 

qui  conduit  à  une  conséquence  importante.  Observons  d'abord 
qu'en  supposant  jr  ^  K  eti  par  conséquent,  sinamK  =:  i  ('  )  dans 
l'expression  en  produit  infini  de  sinam^,  on  aura 

|j  «  -^  ç  n  I  -H  ^/'^  )  (  »-+-  9'  )-  J 
Rn  divisant  membre  a  membre  ces  deux  équations  et  extrayant 


I 


{*)  Th^rie  der  Abetschen  Funeiionên  {Journal  de  Crêil^,  1^56 J*  Vo^em 
»us&i  diverses  Notes  4e  M.  Ciiuchy,  publiées  à  cctti^  epoqm?  daiiH  les  Cùmptêâ 
rendus,  et  un  Mémoire  Je  MM.  Bri'vt  ei  Bouquet  :  Sur  l'intégration  den  éçtta- 
tionê  di^értntieiie.i  du  premier  ordre. 

(')  Atigemeine  l'oraufset^ungen    und  Hid/smititl  fur  dU  t/rtirrsuchung 

von  Fiinrlionen  unàexchrùnkt  ve/ànderliçher  Oràs^en    etc.  (Jûtirniil  de  C relie» 
i85:). 

(•)  On  irnuve  que   ^inamK  —  i    par  la  formule  sinam^^  -^    ;ï-; — r»   <^n  ** 


—       H  f  fv  ^ 
rappeliint  i|Uï.-  par  défiiiilion  yk  =  -571?%»  P^l*  'S'- 


i/J  e(^) 
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la  rdcine  carrée,  il  en  résulte 

V    ^  L(i-^)(i-7')n-^M...  J 

L(i-4-^«)(i-t-^M(i-f-y«)...J' 

expression   susceptible    d'une    simplification   remarquable.    Em- 
plo\ons  à  cet  efTet  la  relation  donnée  par  Euler 

(.^y)(,^y.)(,.^^.)...  =  "-»')('-y*)('-y')--- 

^       *'*        ^  '^       ^'  {.-y)(i-9«)(i-y»)... 


(i-?)(i-9')(i-9»)...' 
oa  obtiendra  d'abord 

•  •-9)(i— ^»)(i-r)---  ^         ^         ^ 

et  en  remarquant  ensuite  que 

on  \erra  tous    les   dénominateurs   disparaître  dans  la  valeur  de 
1/  —  »  qui  deviendra  ainsi 

Cela  étant,  si  l'on  pose  xz=  o  dans  la  formule  précédemment  dé- 
montrée 

^      \  =  l-¥-  ^q  COS2Jr  -♦-  2</*  cos4j^  ^-  2^«  COS62:  -f-.  .  . 
=  (I  -h  2^  COS2J7  H-  f/*  )(l  -+-  2^'  008  2  3?"  "+-  y®  ) 

X  (I  -4-  2y*cos2ar-4-^»o).  ..(I— ^*;(i  — ^*)(i  —y*)..., 
il  \icndra 

H,  I  o  ;  =  I  -K  2  y  -h  2  y  ^  -+-  2  y  »  -H . . . 

=  (i  — 7«H'- 7* K'  — y* )•••[(»-+- ^)(«-^-^')^ |-^-^*).•.|^ 

«l'où  ce  résultat,  qui  est  d'une  grande  importance  dans  la  théorie 
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des  fonctions  elliptiques, 


/ 


—  =  ei(o)  =  iH-  '27  -f-  2^*-+-  a^»  -+-. 


On  en  déduit,  en  a^ant  égard  aux  équations 
Jk  =  ^^^^^       H,(o) 


s/k'= 


e(K)      e,(o) 
e(o) 


Bi(o)' 
les  deux  suivantes  : 


v- 


=  H,(0)   =  2\/q  H-2Vy»  -t--2V^^"-+-2  v/^»»-4-. 


C'est  la  seule  quantité  K  qui  donne  lieu  à  des  relations  de  cette 
forme  ;  la  quantité  K',  entrant  d'une  manière  difliérente  dans  l'ex- 
pression q  =1  e  *",  ne  parait  pas  susceptible  de  développements 
analogues  en  série.  Mais  toutes  deux  s'expriment  d'une  manière 
parfaitement  semhlahle  à  l'aide  des  modules  k  et  A'  par  ces  inté- 
grales définies 

du 


J^    s/^i-  ir){\  —  k^u^)  J^    v/(T^ 


w*Ki  —  A:'*  M*) 


comme  nous  allons  le  démontrer. 

Précédemment   nous    avons   déjà    fait    voir   que    sinamK=i; 
remarquons  maintenant  qu'en  faisant  wr=  K  dans  les  relations 

^{x^  iW)=^  iY{{x)e    *^  , 

H(x-+-«K')  =  i^{x)e    *>^  , 

et  en  divisant  membre  à  membre,  il  viendra 

H(K-htK')  _  e(K)  _  j_ 
e(  K-^«K')  ~  H(K)  ~  ^l' 

\     \\{x)  ,  ,  I 

par    conséquent,     sinamx  =  —  ^-—   aura     la    valeur    t    pour 
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j  =  K  H-  îK.'.  Ayant  donc 

du 


-./' 


nous  en  conclurons  (|up 


I K'  =  / 


l 


el.  par  suite,  en  retranchant  membre  à  membre, 


1 

r^  du 


r  du 

iK'=   /      ,  

.'j    v/(i-  «r-)(i  -  A*w«; 


Or.  en  faisant 


celle  dernière  intégrale  deviendra 

dv 


I 


Cf  qui  donne  le  résultat  annoncé. 

Mais  ce  que  nous  venons  de  dire  laisse  subsister  une  lacune 
iin|iorlante  :  nous  sommes  en  ellet  à  Tun  de  ces  points  de  la 
ifii'orie  iles  ^fondions  elliptiques  qui  appellent  de  nouvelles  re- 
«•li»fn-lies  pour  être  aussi  complètement  trailés  qu'on  [)eut  le 
di'nirer.  En  passant  de  l'écjuation  dill'érentielle 

-^  =  /(!  —  i/M(i  — A*//*) 


A  lii  relation 

du 


_  r" du 

"  /    v/(i-"V)(i-/^-*"*) 


on   laisse   absolument  arbitraire  la  loi   de  succession  des  valeurs 
d«-  la  \ariable  u  dans  Tintégrale,   de  sorte  que  les  relations  prrcé- 
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dentés 


K=  r'         ^" 


n'auront  un  sens  entièrement  déterminé  qu'en  définissant  le 
chemin  (*)  décrit  par  la  quantité  /<  =  sinamj7,  lorsque  x  varie 
de  zéro  à  K,  puis  de  K  à  K  -h  iK\  et,  comme  l'argument  x  peut 
varier  entre  ces  limites  suivant  une  infinité  de  lois,  il  faut  de  plus 
connaître  comment  les  chemins  correspondants  qui  en  résultent 
donnent  tous  au  point  de  vue  de  l'intégration  par  rapport  à  u  le 
même  résultat.  C'est  seulement  dans  le  cas  où  l'on  suppose  K,  K', 
et  par  suite  Ar,  des  quantités  réelles,  et  qu'on  se  donne  ces  lois 
particulières 

X  =  K  H T, 

T. 

/  et  T  croissant  de  o  à  -  d'une  manière  continue,  que  l'on  peut 
traiter  la  question  que  nous  avons  posée. 

El  d'abord  on  voit  que  //  =  sinam  ( )  est  réel  par  le  déve- 
loppement 

/•iKt\        2\gs\nt  —  ■;•  v^«  sin  3<  -f- *>.  V'^**  sin5f — ... 

sinam  ( )  =  -5^^ -J^-î r — — 2-2_^ -— 

\     TT    /         I  —  1  q  cos  1 1  -^  >.  q^  cos  .\  t  —  >.  q^  cosb  /  -4- .  . . 

D'ailleurs  entre  les  limites  zéro  et  K  la  dérivée 

du  _    k_  H|(jF)ei(a:) 

dont  la  valeur  initiale  est  l'unité,  sera  toujours  positive.  Elle  ne 
peut  effectivement  s'annuler  qu'en  faisant 

e,  (:r)  =  o, 

(  '  )  Nous  supposons  que  les  notions  fondamentales  dues  à  M.  Cauchy  sur  la 
représenlation  géométrique  des  imaginaires,  et  sur  les  intégrales  prises  le  long 
d'une  courbe,  sont  connues  du  lecteur. 
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c'esl-à-clire  (voyez  p.  i43), 

X  =(:>m-h  i)  K  -+-  2 /n' I  K', 

or  =  ( «2 /n  -h  I )  K  -H  ( "2  m'  -^  i)  I K', 

ei  aucune  de  ces  racines  n'est  comprise  clans  l'intervalle  consi- 
^l<^ré,  la  valeur  x=K  se  trouvant  préciséinenl  la  limite  supé- 
ï'ieure  de  cet  intervalle.  Nous  conclurons  de  là  que,  /  croissant 
*le  o  à  -  ,  u  croît  de  même  de  o  à  i  et  que  dans  l'expression 

du 


u^  )(i  —  A»  w*) 


"intégrale  est  prise  dans  le  sens  habituel. 
Soit  en  second  lieu 

j:  =  K  H ; 

comme  on  a 

2»K't  ,       ,.   /■xiK'-\ 


Oïl  pourra  écrire 


sinam  (Kh =  --  ^     .^>    .    . 

c^  ^'n  introduisant  les  fonctions 

/     .2iK'T\     I  ^M^^; 

sinam  (  K  h )  =  -— ; —   ,,    '  , 

I       I  —  ?.7„  cos^T  -»-  '^r/,;  ros  \i  -■   >.  <7||  cosfix.  .  . 
^i'    I  -H  'if/.,  ces  «T  -*-  'A<yJ  ros  i t  -k  >. <y J  cos (jt . . .  ' 

ce  (|iii  est  encore  une  quantité   réelle  (').  On  conclura,   comme 


K 

—  "^  r: 
(•)  On  se  rappelle  que  q^  —  e       "* ,  voyez  p.  i58. 

H.  -  II. 
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tout  à  rheure,  que  la  fléri\ée  par  rapport  à  t,  qui  est  nulle  aux 

deux  limites  T  =  o,  t  =  -\  ne  peut  s'évanouir  dans  leur  intervalle, 

de  sorte  que  c'est  encore  dans  le  sens  ordinaire  d'une  intégration 
rectiligne  que  l'on  a  l'i'qualion 


r^  du 


d'où  nous  avons  tiré 

K'=  r'  "^^ 

Avant  de  quitter  ce  sujet  et  afin  d'en  (montrer  la  difficulté 
lorsque  K,  K'  et  k  sont  imaginaires,  je  remarquerai  que  la  suppo- 
sition qui  vient  le  plus  naturellement  à  Tespril,  qu'on  peut  faire 
varier  x,  par  exem|>le,  de  o  à  K,  suivant  une  loi  telle  que  u  soit 
constamment  réel,  ne  saurait  être  admise.  Autrement  dit,  il  est 
impossible,  en  général,  que,  dans  l'expression 

K  = 


_  r  du 

"./„    v/(i  — mV)(i  — x*«m' 


rintégrale   soit  toujours    rectiligne,   comme  nous    l'avons   trouvé 
tout  à  l'heure. 

EflTeclivement,  soient 

cK    =<lK-r-/>îK', 

a,  />,  c,  d  étant  des  nombres  entiers  qui  vérifient  ces  conditions  : 

ad  —  />c  =  I , 


luod  'X, 
c  ==0 


d^i 
En  posant 


cX_ 
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on  aura 

rt-t-r— 1  __  

^     ^     /  \/k         I — i^cos2X -^-'À'^cos^x  —  2^ coii(jr-^  ... 

ce  qui  est  la  même  expression  aiialyti({ue  ('),  au   signe  près  en 
i>C  et  rx',  que 

/'àKx\         I     '1  i/ a  s\nx  —  li^g^  sin'ix -h  li/g'^*  fiïn5x —.. . 

sinam  ( )  =  —  — 2-^ î— £ 1_£ 

^     /        v^J-    I  —  27  COS2J' -f- 'ly*  cos4a:' — '2^' cos3j:-f-. . . 

^"  Ket  K.'.  On  en  conclura  que  IX  sera  donné  comme  K  par  J'in- 

l«*fîrale  /  Or,  en  supposant  b  différent  de  o, 

./o     /(i-«^)(.-A:'^i/«)  *  ' 

'î*  Valeur  imaginaire 

"*^  pourra  évidemment  résulter  que  d'une  intégrale  curviligne. 
Mais  voici  un  résultat  important  et  qui  subsiste  quel  que  soit  le 
mode  d'intégration  :  c'est  que  les  quantités  K  et  K'  vérifient  la 
menie  équation  linéaire  du  second  ordre 

**'*ni  Tintégrale  avec  deux  constantes  arbitraires  C  et  C  est  par 
sulie 

z  =  CK  -h  G'  K'. 

Celte  équation  conduit  au  développement  de  K  et  K'  sous  cette 
furine  :  soient 

'— a)"'-(ii)'"--(^4fai-')'— ■ 


M)  Le»  reldtions  analogues  relalivemenl  à  rosam(âr)eL  Aaiii(j7)  sont 

/îiK'jrv  ,  ^        /r    2^'^COSJ7-+-J^'^COS.{X-h*V^'COSJj:-h... 

cos  am  ( )  =  (-  I)    »     i/  77  — ^— ^= ^     ^— ^= y 

\    "^     f  V    «     I  —  2  ^cos2J7 -h  3  ^*  cos4j?  — -i  ^' cosfia;-f-,.. 

/j.''Hx\  -    .      I -+- 2  ?  cosijr -h  a  ^*  cos^a:  4- a  ^'ïo'iiia:  H- . .  . 

Aain     i—^:-)  =(-!)»  >Jk' -f ^- ; ^- ; 

^       "::     /  I  —  2  ^rosaj: -h  a  ^*  cos^jc  —  2  ^"cosOt-h  . . . 

oD  en  déduit,  en  supposant  x  =  o,  ce  qui  concerne  ^k  et  y' A*'  lorsqu'on  y  chauffC 
K   Cl  K'  en  IX  cl  tK'. 
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et  k„,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite,  on  aura 
K  =  -k, 

K'=KIog|-(K-i)--^^-(K-K,)--^(K~K,)-.... 

On  en  déduit  aussi  cette  propriété  remarquable,  à  laquelle   nous 
parviendrons  plus  loin  par  une  autre  voie  : 


KJ'~JK'=  - 


en  faisant 


1 


Addition  des  arguments.  —  Théorème  d'Abel. 

C'est  Ëuler<|ui  a  donné  le  premier  les  formules  pour  exprimer 
sinam(/z  -h  />),  cosamu/  -1-6),  Aam(ri4-  b)n  au  moyen  des  fonc- 
tions semblables  relatives  aux  arguments  a  et  6,  et  cette  impor- 
tante décoii\erte  a  été  le  point  de  départ  et  la  base  des  travaux 
qui  ont  fondé  la  lliéorie  des  fonctions  elliptiques,  de  même  à  peu 
prés  qu'en  Trigonométrie  élémentaire  on  est  parvenu  aux  pro- 
priétés analyticpies  du  sinus  et  du  cosinus  en  partant  des  relations 
(|ui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  en 
fonclicm  des  sinus  et  cosinus  de  ces  arcs.  L'illustre  analyste,  par 
une  sorte  de  divination  restée  célèbre  dans  Thistoire  de  la  Science, 
obtint  sous  forme  aljjjébrique  Tinlégrale  générale  de  Téquation 

du  du' 


v/(  I  —  M-  H  I  —  A*  M*  )         v/u  —  U*  )  (I  —  A*  w'*) 

Or  ce  résultat  revient  exactement  à  l'expression  du  sinus  d'ampli- 
tude de  la  somme  de  deux  arguments,  comme  nous  allons  le  mon- 
trer. Elleï-li veulent,  en  désignant  par  C  la  constante  arbitraire,. 
F  intégrale  est 


//  v^(  I  —  "  *  XI  —  A*«'*  )  -+-  u  v^d  —  w*  )(i  —  A*  M*) 
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Mais  si  Ton  fait, 

u  =  sin  ama, 
u'  =  sin  ama', 

réquation  (i),  réduite  à  ia  forme 

da  -h  da'  =  o, 
donne  immédiatement 

a  -h  a'  =  c. 

Voilà  donc,  sous  deux  formes  difTérenles,  l'intégrale  d'une  même 

équation  différentielle,  et  Ton  devra  passer  de  Tune  à  Tautre  en 

établissant  la  relation  qui  lie  les  deux  constantes  arbitraires.  Je 

remarque  à  cet  effet  que  c  est  évidemment  la  valeur  de  a  pour 

a  =  o,  et,  si  l'on  fait  semblablement  a'  =z  o  et,  par  suite,  «'  =  o 

dans  Téquation  (2  j,  elle  donne  c  =zu  =z  sinam^r.  La  relation  entre 

les  constantes  est  donc 

C  =  sin  anic. 

\insi  la  valeur  de  C  en  //  et  //'  donne  précisément  la  détermina- 
lion  de  sinam(6r  +  a')  en  fonction  algébrique  de  sinama  et 
»inama'.  L#a  Géométrie  fournit  aussi  plusieurs  méthodes  extrême- 
ment intéressantes  pour  parvenir  à  ce  même  résultat;  ne  pouvant 
ici  les  indiquer,  nous  nous  bornons  à  donner  sous  sa  forme  analy- 
tique si  remarquable  le  théorème  découvert  par  Abel  pour  l'addi- 
tion d*un  nombre  quelconque  d'arguments. 

I.  —  Théorème  d'Abel. 

Les  expressions  de  sinamx,  cosaiiij;,  Aamj;  par  H(x), 
H  r  '.  etc.,  fournissent  les  relations  suivantes  qui  établissent  la 
•i<>iii»le  périodicité  de  ces  foncti<ms,  savoir  : 

\  sinam  (x-i- 2K;     =  —  sinama, 
/  sin am  (ar -^ '2/ K' )  =  -+- sinama?; 

i  cos  am(x-T- 'ik  )     =  —  cosamj:, 

(  co9am(x -^ 'iiK  )=  —  cosani./-;  • 

i  Aam    {Xt-iK)     =  — Aania:, 
fil  ' 

I  Aam    (jr  +  2ik.)= — Aamar. 


.\> 


OEUVRES    DE    CHARLES    HEItMlTE. 


^   ^lix-h'lK)      =  — ï.,(a:), 


Or  on  remurque  que  les  trois  fonctions  se  reproduisent  dans  le 
second  membre  au  signe  près,  de  sorte  que  les  diverses  combinai- 
sons deux  à  deux  de  ces  signes,  pour  l'une  et  l'autre  période, 
forment  pour  chacune  d'elles  un  caractère  spécial  et  qui  lie  entre 
elles,  d'une  certaine  manière,  toutes  les  fonctions  plus  générales, 
composées  de  sinam x,  cosam.r,  A  am^,  qui  à  l'égard  des  pério<les 
satisferont  aux  mêmes  relations.  Ainsi,  en  désignant  par  F(jr  )  et 
/(.r)  deux  polynômes  entiers  en  sinamjr  respectivement  des  de- 
grés n  et  n  —  i ,  et  faisant 

r^/   .   •           X       ^sin  amj?   .    .   . 
cp,(jr)=  sin  amar  F(sin*  ditix)  -i -^ /(sin'amir>, 

^,(  j')=  cosamx  F(cos^amx)  -i -y -/(cos-ainx), 

^i{x)—  l^mxFil^amx)         n ^ /(«^   amj:;, 

on  aura,  comme  précédemmeni, 

<P,(t-+-  ?.iK';=-4-ç,(.r); 

cp,(x-4-'2K)     =  — o,(ar), 
çiCj-H-îeK')  =  — «p,(a:); 

Ce  sont  ces  diverses  expressions  qui  figurent  dans  le  théorème 
que  nous  allons  établir,  ou  plutôt  encore  la  suivante  qui  possède 
le  caractère  résultant  de  la  quatrième  combinaison  possible  des 
deux  signes  dans  le  second  membre,  savoir  : 

z>{x-h-».K)    =-h©(j'), 

'f  (  J-  -+-  -2  /  K  '  )  =  -r-  <p  (  J-  j . 

En  désignant  par  F(j:)  et  F|(x)  des  polynômes  respectivement  de 
degré  n  et  n —  2,  'f  (^)  sera  représenté  de  cette  manière,  savoir  : 

(iz 

^{x}  =  F(3«)-+-  —  zF^iz^), 

5  désignant  inditlV^remment  sin  amx,   cosamx,   ou  A  am  jt.   Mais^ 
soit  pour  fixer  les  idées,  z  :=  sinamo:,  et  afin  de  mettre  en  évi- 


jj  )  9t(^  -*-  '^^^     =  — ?i(ar). 
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d^nce  dans  ^(x)  le  numérateur  et  le  drnoniinattMir,  oniploNoim 
l'expression  5  =  —  ^^ — >  qui  conduira  évidenimrnt  au  dt^utuni- 
Dateur  ©^"(x),  de  sorte  qu'on  pourra  écrire 

Cela  posé,  ayant 

—  t'i-r-  M-  «-  /  K  > 

la  relation 

donne  immédiatement,  en  ayant  éjçard  à  ce  que  'f(-i^}  adm<*l  U'.n 
périodes  2K,  2  iK\  ces  deu\  conditions 

Or  <^»n  peut  satisfaire  à  r-es  relations,  et  d«'  la  tuauU'n:  la  plu»  (ic^- 
Dérale.  en  n'employant,  bien  ent^-ndu.  que  det^  e»pre»»îof«»  «'li- 
tières, si  l'on  fait,  en  désirant  par  \  un  fact^rui  coll^falJt. 

♦  •  X   ==  AH   T  —  X-,    H    jr  —  X.   - .  .11    /     -  »»•  y. 

Eifecti%ement.  on  \ériJier<-  ^  laid*:  d^t  équation^ 

H    j-  —  a  ~  V  K       =  —  H    jr    -  7 

H   jT  -  a  -  M  K     =  _  H    X    -  î    ^      î'         *  ^    * 

.[•.  i]  -uftji  fi^ui  '..♦-liJ  d**  p'.>*^»  lit  •..■.»iàc;.'t.*'^u 
a   —  O;  —  .  .    —  a.,   -   • 

-ilj'-^'-     ir  jnu-  i:*'u***'d**   qu    r^ïi ■•-{««<■  cira  •♦•w-i  a»-  u»   ^vuf-.Mi' 

>ii:      ••!:    ♦•fi*'-. 


♦  y 


V 
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OU  plutôt 

la  seconde  des  relations  (  i)  donnera  la  condition 

ce   qui   ne    laisse    subsister  dans  l'expression   de   ^(x)  que    les 
2/1  constantes  «oî  ^'m  •  - ->  «aw-i- 
Nous  pouvons  ainsi  poser 

,,  ,    ,        AH(-r  — a,  )H(>— at)...H(j-— a,n) 

(«^  ?(-^)  =  êÏN>) ' 

et   cette   ëquatic^n  remarquable   aura   également  lieu  en  prenant 
pour  o{x)  la  fonction  déduite  de 

en  faisant  z  =  cosam.r  et  5  =  Aamj". 

Maintenant,  une  analyse  toute  semblable  donnera,  à  Tégard  des 
trois  fonctions  0|  (x)^  cp2(x),  ^^(x)^  les  théorèmes  suivants,  où  A|, 
A2,  As  désignent  des  constantes,  savoir  : 

et  Ton  aura  encore  entre  les  quantités  a  la  relation 

ai-4-  a,-h..  .-ha,„^,  =  0. 

C'est  dans  la  conséquence  que  nous  allons  en  déduire  que  con- 
siste, à  proprement  parler,  le  ihéorcme  d'Abel. 

Nous  partirons  à  cet  ellet  des  équations  relatives  à  o(x)  et 
çpi  (x)  où  ligure  la  fonction  Hix)  qui  s'annule  avec  x  et  met  ainsi 
en  évidence  les  racines  des  équations  o{x)=o,  çd,(j7)  =  o.  En 
particulier,   considérons  la  fonction  'f  (^),   où  trois  cas  diflérenls 


e«"-«(T) 

A, 

H, 

(>■ 

-a,  )Hi(.r 

—  »i). 

..H, 

i(a:- 

*Î/Î-Kt) 

e«"-^'(.r) 

A, 

e( 

T  — 

-a,)e(r  — 

a,)... 

Six- 

-OLtn 

^l) 
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S*  présentent  et  correspondent  à 

js  =  sinamj*, 
z  =t  cosamx, 
-s  =  Aamx. 

Les  poljnomes  F  et  F|  introduisant  i  n  constantes,  on  pourra, 
avant  pris  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  3"^",  déterminer  les  2  /i  —  i 
autres  coefficients  par  les  équations  du  premier  degré 

?^«i)  =  o,         9(3e,)  =  o,  ...,         (p(a„i_,)=o. 

Cela  fait,  la  relation  (i)  nous  montre  qu'on  aura  encore  ^{x)^=o 
pourj::=aa«,  c'est-à-dire  d'après  la  condition  posée  entre  les 
quantités  a 

x  =  —  (  a,  -h  aj  H- . . .  H-  itn-x  ). 
Or  le  produit 

donne  dans  les  trois  cas  que  nous  avons  à  considérer  un  polynôme 
entier  de  degré  ^n  et  ne  renfermant  que  des  puissances  paires 
de  z.  car  on  a  successivement  pour 

^  =  sinainâ:'  \-t-)   =      (i  —  -«*)  (i  —  A:*z*), 

«  =  cosam.r  l—\=      (i  _  ^1^  (/'«-f- A:*-»*), 

/  àz\^ 
z  =  lBmx  (~r)    =  — <•  — -*)^^'*—^*)- 

r>dn>  le  premier,  ce  polynôme,  décomposé  en  facteurs,  sera  donc 

(  z*—  sin^ama,  ){z^  —  sin^amai). .  .(5*—  sin^ama^/i  -1) 
X  |s*— sin^am  (  ai  -r-  «j  -4-.  ..-i-a,,i_,  )], 

dan-i  le  second 

i  z*  —  ces*  ain  ai  j  (  5*  —  cos^  a  m  a»  ) . . .  (  s*  —  cos*  am  oLm-i  ) 
X  [  «*  —  cos'am  (ai  +-  a»  -H ...  -h  «1,1-1  )J, 

et  enfin  clans  le  troisième 

(  s*  —  1*  am2i)(«*  — A«ama,).,.(z*—  A^aiiia,,,-!  ) 
X  [«*  —  l*am  (ai  -r-  aj  -h..  .-»-a,;,_i  )J. 
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Les  identités  que  nous  venons  ainsi  d'établir  donnent  un  résul- 
tat important  lorsqu'on  y  fait  5=0.  Si  l'on  désigne  en  effet,  sui- 
vant les  trois  cas,  par  L,  M,  N  le  terme  qui  ne  contient  pas  z 
dans  le  polynôme  F  (3-),  on  obtiendra  les  relations 


sinam  ( «i  -+-  aj -+-...  -h  aj^-i)  =  ^ 
cosain(ai  h-  aj-i-.. .  •+-  am-i)  = 
Aam     («1 -h  aj-h. . . -i-aj,i_i)  = 


sinamaj  sinamxt. . .  sinama^n-i 

±M 

cos  am  3i  cos am  oej . . .  cos am  gcm-i 

±N 


Aamai  Aamat. . .  A  amxm- 


Des  conclusions  toutes  pareilles  seront  données  par  la  fonction 

,    ^                      »^/  .   .                  <i sinam j^  ,    .   . 
ffiix)  =  sin  ama:  h  (sin^am or)  h -j /(sin^ama?), 

où  F  et  y  introduisent  2/1  -h  i  constantes  arbitraires.  En  prenant 
encore  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée 
dans  F(5^)  et  déterminant  les  autres  coefficients  par  les  conditions 

on  aura 

•   •            t./   •   .                   /rfsin  am.r  \'  ..     .   ^ 
sin*  amo?  F*(sin*  amo?^  —  (  ^ i  /'(  sin»  anix) 

=  (sin*amj: — sin'afns|)(sin>am2:  —  sin^ama^). .  .(sin^amjr  —  sin'amoit;,) 
X  (sin*  ama:  —  sin*  am  (aj  -h  a,  -h, .  .-4-  %in  )]. 

Ce  second  théorème  donnerait  la  valeur  de 
sin*  am  (  «1  -h  aj  -H . . .  -h  ajn  ), 

où  figure  un  nombre  pair  d'arguments,  mais  le  premier  a  l'avan- 
tage de  conduire  en  uiéme  tçmps  à  l'expression  de 

sin  am(2|  -h  «j  -H. .  .-h  a,,,..,  ), 

cos  am(ai  -4-  «j  -h.  .  .-h  T-tn-i  )t 

Aam(a, -hai  h-..  .-4-  aj«-i  ), 

où  il  importe  peu  que  le  nombre  des  arguments  soit  impair,  car 
rien  n'empêche  d'en  supposer  un  égal  à  zéro.  Une  dernière  consé- 
quence à  cet  égard  nous  reste  encore  à  établir.  Observons  que  les 
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«'■qu  allons 

ou,  pour  abréger, 

?(*/)  =  o, 

(iéterminent  pour  les  coefficients  de  F  et  F|  des  fonctions  ration- 
neUes,  dans  le  premier  cas,  pour  z  :=  sin  am  x,  de 

^sinamx/ 
sinamz/         et         -5 =  eus  ama,- A  ama/; 

dans  le  second,  pour  z  =  cos  am x,  de 

rfcosama/ 
cosams/        et        -j =  —  sm  amz/À  ama/; 

dans  le  troisième  enfin,  pour  5  =  A  am  a/,  de 

(il  am  a/  ... 

A  am  OL,         et   •      — -z =  —  k^  sin  am  a/  cos  ama/. 

Telle  sera  donc  la  forme  des  quantités  que  nous  avons  tout  à 

l'heure  désignées  par  L,  M,  N,  et,  par  suite,  des  valeurs  elles- 

luèmcs  de 

«*inam(a,-i- a, -4-...-t- a„i_,), 

cos  am(ai  -h  «t-h. .  .-h  aj,i_i), 

Aam(  a,  -^  a,  -+-.  ..-ha,;,_,). 

<  hiant  au  double  signe,  il  suffira,  pour  le  déterminer,  d'un  cas 
partirulier:  nous  allons  en  donner  un  exemple. 


II.  —  Formules  pour  l'addition  de  deux  arf(uments. 

Nous  a|>pIiquerons  les  théorèmes  précédents  au  cas  de  trois  ar- 
uiiincnts  ai,  x^  et  a,,  en  supposant  le  dernier  égal  à  zéro,  et  nous 
pn/ndrons 

On  remarquera  alors  que,  dans  le  cas  de  z  =  sinamx,  Téqua- 
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Par  voie  d'addition  et  de  soustraction  on  en  conclut 

2  sin  am  X|  cos  am  3s  A  am  S] 

sin  am («1 -h aj) -h  sin  ain(ai  — aj)= ,.    .  ^ r-r; i 

'2  cos  am  ai  co$  amas 

cos  am («1  -h aj) -h  cos  ain (ai  —  if)  =  ,,    .   . r-r 9 

\  \  1        x/  \  1        1/       j  —  A-*  sin*  amai  sin'amaj 

•2  A  amai  A  amaj 

Aam(ai-haj)-i-     Aam(ai  — aj)=  .    r-; • 

^  I  —  A:*  sin*  amai  sin*  amat 

t2sin  amat  cos  amai  Aamai 

sinam(ai+a«) —  sin  am(ai  —  aj)= ,,   . r-r > 

^  '       I  — A-*sin*ama|  sin*  amat 

,  ,  ,  ,  ^      -^sin  amai  sin  ama*  Aainai  Aania^ 

cosannai  —  aj)—  cosam(ai-i-at)= ,.    .  , r-r » 

)  \  1        ï/  I  —  A*  sin*  amai  sin*amaj 

2Â-* sin  amai  sin ama* cos amai  cos amsi 

Aam(^ai  — a,)—     Aain(a|-i-a,)= .^    :   , :— ; • 

I — A*  sin*  amai  sin*  amat 

Les  trois  dernirres  équations,  en  faisant 

ai  -+-  ai  =  OTj         «1  —  a,  =  a, 

conduisent  à  déterminer  toutes  les  valeurs  de  x,  qui  donnent 

sin  am^r  =  sin  ama, 

cos  amo:  =  cos  am  a, 

A  amx  =  Aama. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  reconnaît  que  toutes  les  solutions 
sont  données  par  celles  des  équations 

X  —  a 

sin  am =  o     ou     x. 

2 

X  -^  a 

cos  am  =  o, 

X  -^  a 

A  am  =  o. 

•2 

On  en  conclut  immédiatement,  d'après  les  formules  données 
page  143  pour  les  racines  des  équations 

e(T)=o,         Uix)  =-.(),         e,{jr)  =  o,  Hi(a:)  =  o, 

qu'on  a 

\x=      a -h  4/nK -H  am'i'K', 

I  X  =  —  a  -h  { ^ m  -h  •2)K  -^  •! m' îK' : 
de  même,  pour 

cos  am^:  =  cos  amA, 
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on  obtiendrait 

^  j^  =  d=  «  -»-  4  m  K  -h  4  'w'  I K', 

I  j-  =  =  rt  -!-  (  4  m  -+-  -2  )  K  -h  (  4  w'  -H  -2  )i  K', 

ou  plus  simplement 

X  =  ±  rt  -f-  'i  //i  (  K  -^-  i  K'  )  -i-  4  wi'  I K', 
H  pour 

Aam.r  =  1  ama, 

ar  =  -±:a -h 'imK -h  ^m' ÎK'. 

Dans  ces  formules  m  et  m'  désignent  des  nombres  entiers  quel- 
conques, positifs  ou  négatifs. 

Les  formules  pour  l'addition  de  deux  arguments  donneraient 

lit*u  à  beaucoup  d'autres  remarques;  je  me  bornerai  ici  aux  ré- 

^ultats  relatifs  à  la  duplication  et  aux  valeurs  que  prennent  les  trois 

fonctions  lorsqu'on  suppose  l'argument  égal  à  une  demi-période. 

Le*»  premières  découlent  des  formules  fondamentales,  qui  donnent 

immédiatement 

'2  sin  aina  cos  ama  Àama 

sin  am 'i a  -=  ,,    .    , » 

I  —  a:'  sin*  ama 

I  —  2sin*  ama  -h  A:*  sin*  ama 


cos  amia  = 


A  ain'2  3  = 


I  —  A'*  sin*  ama  ' 

I  —  2A**  sin*  ama  -h  k*  sin*  ama 
ï  —  A*  sin*  ama 


et  Ton  en  déduit  les  valeurs  suivantes,  qu'a  données  Gudermann 

..Kl                                 /K'         I 
sin  am  —  =     ,  ,  1     sin  am  =  — =» 


K           s/'k'                '                 iK'        /i-hA- 
'   cos  am  —  Œ     .  ,  {   cos  am  =  — ,_-  - 

'1        y/T^TÂ'  ^  y/k 


K_./T7.  ...       'K' 


Aam  —  =  ^k'  ;  [       A  am  =  ^V-hT; 

2  '2 

I  ,in,n.(^:r.K'^  =  ^,  i    sin  an.  (k  ±  !^)  = -±, 


f      iam(  |3:iK'j  =  ^:iv/^':  f      A  am  ^K  ± '-^j  =  4/1  -  A  ; 
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et 


'  /K±iK'\  .      /F 

III.  —  De  la  muitiplication  des  arguments. 

Ce  point  important  de  ia  théorie  des  fonctions  elliptiques  est  si 
intimement  lié  à  la  théorie  de  la  transformation,  dont  nous  ne  nous 
occuperons  pas  ici,  que  nous  devons  nous  borner  à  Tindication 
d'un  petit  nombre  de  résultats. 

En  premier  lieu,  soit  n  un  nombre  pair,  et  posons 

m—  —y 

2 

on  aura 

sinamr-H  /V'sin'am  j^-f-...-i-  H'sin*"*-*aiii x 


sin  am(/ia:)  =  /icosamarAama: 


I  -H  A  sin-  amx  -t-..  .-h  H  sin*'"  am.r 


-  ,  I -h  A,  cos*ainr -4- -^  H',  cc»s*'"  am  j* 

( — I)*  cosam(/u:)  =   r-î n-' : » 

I -T- Ai  cos- am  j: -r- . . . -h  il|  cos*"»  ain X 

?  I -h  Al  A*  am.r-h...-i- Hl  A*'"  amJ- 

Soit,  en  second  lieu,  n  impair  et  faisons 


on  aura 

sin  amx  -4-  «'sin*  anij*  -h. .  .-4-  h'  sin*"*"^*  d^mx 

sin  am(  nx)  =  n -, , 

I -r  a  siii»  ani.r  H-. .  .-^ /*  sin*"»  am T 

cos  anij*  -r-  a\  cos*  aina:  -i-...-r-  /l'cos*'"-^*  amir 

cos  am(nx)  =  n  î- -, , 

I -h  ai  cos*  anij*  — . . . -+- /i I  cos*"»  anij? 

A  ainjT  -r-  «'-  A»  aniT  -f-. . .-+-  ^i  A*"*-<-*  amir 

Aani(/ta:)  =  n  f-r ; — î- • 

I -r- aj  A*  amx -H . . . -h /<j  A*"*  aniar 

Tous  les  coefficients  dans  ces  diverses  formules  sont  des  fonc- 
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lions  rationnelles  et  entières  de  A*^,  et  Jacobi  a  donné  pour  leur 
détermination,  dans  le  cas  où  n  est  impair,  le  théorème  suivant  : 

Soient 

simamx  = -— ,  s\i\aïïï{  nx)  =  —r         et         11  =  77» 

^^k  y/k  Q 

Pf»^  Q  étant  des  polynômes  entiers  en  u\  si  Von  fait 

ces  deux  polynômes  satisferont  à  C équation  linéaire  aux  dif- 
prences  partielles  que  voici  : 

dz 

d^z  dz 

-T-  (I  —  a  M*  -h  a*  )  -j— T  =  in*  (ai*  —  4  )  -#-  • 
du*  doL 


Sur  les  intégrales  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 

Dn  V  est  amené  par  la  considération  de  l'intégrale 

/  F(siiiam.r,  cosaiiiJ^,  lauijr)  dx. 

où  F  désigne  une  fonction  rationnelle  (juelconque,  cl  qui  va  main- 
lenant  nous  occuper. 

Soit,  comme  précédemment, 

u  =  si  II  aiii  j:*, 
ç  =  cos  ainj7, 
w  =  1  amx. 

On  reconnaîtra  d'abord  qu'elle  peut  être  réduite  à  la  forme 

/  (A-f-  Hv  -h  Cw  -^  Dvw)  dx^ 

où  A.  B,  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  quantité  u.  Il 
rn  résuite  ({ue  la  première  partie 


\dx 
H.  -  II. 


/' 
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proporlionnel  à  la  variable  :  c'est  donc  seulement  Je  dernier  qui 
met  encore  en  évidence  une  fonction  nouvelle,  que  nous  étudie- 
rons sous  la  forme 

r  A  u^  dx 
J     I  — aa* 
au  lieu  de 

r      dx 
J    I — a  M» 
En  faisant 

a  =  A'  sin*  anin, 

A=  -  -7-  AT*  sin  aiiiei  cos  ama  Aama, 
•>.  da 

nous  poserons 

'*"  /r'  sin  ^n\a  co«  ama  Aain  a  sin*  t\TïïX,dx 


I  —  A*  sin*  ama  sin'aitij: 


et  celle  ex[)ression  sera  désormais  pour  nous  la  fonction  de  iroi- 
sième  espèce, 

I.  —  Expression  par  6(.r)  des  intégrales  de  seconde 
et  de  troisième  espèce. 

Nous  avons  précédemment  établi  la  relation  suivante  : 

.   ^  .  ,^  ^/siii  ain.r       ^,  HiJ* — a,)H(>  —  asiH(jr  —  a,) 

siii  ainvf'(  siii*  iim  j^-h  A  > -*- B  ; =C — t. 

dx  O'  (  X  ) 

OÙ  les  coefficients  V  et  B  s'expriuienl  par  a«  et  Xj  en  posant 

.  ,v  ^/sin  amai 

siii  ain  ai  (  sin-  aiii  ai  -h  A  )  -4-  H  -. =  o, 

aai 


Sin  ain  ajl  siii-  aiiiaj  -h  A  )  -f-  b  7- ^  o. 


r/sin  ama] 

Soil 

a,  =  —  aj  =  a, 

cl,  par  suite, 

a,  =  o  : 
d'après  la  condition 

a,  -t-  a^  -î-  aj  =0, 

on  trouvera 

h  =r  o.         A=  —  sin*ama, 
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el.  par  conséquent, 

,.,                 .,           ,       ^  H(ar-f-a)H(x  — a)H(^) 
sinanix(sin*  am^  ^  sins  ania)  =  C  ^— r-^ — — ^^ — -» 

Déterminant  C  en  faisant  ;r  :=  o,  il  viendra  enfin 

e*(o)  H(x~ha)H(x  —  a) 


8in*  amx  —  sin*  ama  = 


keHT)e*{a) 


Celte  relation  importante  prend,  si  l'on  change  a  en  ^  -f-iK', 
celle  nouvelle  forme 

I  —  A*  siniam^  sin*  amx  = —~, : » 

à  laquelle  on  parviendrait  encore  d'une  autre  manière  en  employant 
l'ideniilé 

i   Hi  X -h  a)  Hf  X  —  a) 

T  TT, ^ =  sin  am(  j^ -h  rt  )  sin  am(T  —  o) 

k  S(x-^a)iè{x  —  a)  ' 

sin*  iiim*  —  sin'  aiiirt 


~"   I  —  A' sin*  anirt  sin*  amx 

Elle  donne,  en  prenant  les  logarithmes  de  deux  membres, 

lojg;,  I  —  A»  sin«  ama  sin*  amx)  =  logB*(o)  -+-  lo*;«0  h-  a  ) 

-1-  logera:— -a  )—  ilogecj^)  —  -^logefa), 

et  de  là  on  lire  immédiatement,  en  ditlérenliant  par  rapport  à  a  et 
en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  x, 


/'  A*  >\\\  ama  ces  am<ï  Aaiiir/  s 
I  —  A*  siii*  ama  sin*  i 


A*  >\\\  ama  ces  am<ï  Aaiiir/  sin*  Axwxdx 

am:r 


«(rt          I  ,       ^{x  —  a) 
=  n(.r,  a;  =  j» 1 loc  ^^^ ; 

rVsl  l'expression  analytique  découverte  par  Jacohi  de  la  fom^tion 
de  troisième  espèce.  En  divisant  par/'/  et  su|)posant  ensuite  a^=-o^ 
on  en  déduit 

/     A«  sin*  amjr^j^  =  Z(x)  =  ^j" — 


ou 


Il  l'on  a  posé 


^(X) 


I 
I  —  >.y  -♦-  /</*  —  •>.</•  -h  7,<7'''  — ... 


_     g  —  47^  -H  9  7'^  —  HW/"^  H-  l'iif^-^  —. 


(x)- 
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demande  seule  un  examen  attentif,  car,  à  i^égard  des  deux  sui- 
vantes, l'intégration  s'effectuera  par  les  règles  relatives  aux  radi- 
caux carrés  du  second  degré,  en  prenant  u  pour  variable  indé- 
pendante, et  la  dernière  se  trouvera  même  ainsi  ramenée  aux 
fonctions   rationnelles.   C'est  donc    seulement  dans    l'expression 

/  Kdx  que  l'on  peut  s'attendre  à  voir  résulter  de  l'intégration  des 

fonctions  nouvelles,  et  que  les  considérations  suivantes  vont  mettre 
effectivement  en  évidence. 
Soit 

<f  et  *}^  désignant  des  polynômes  entiers;  en  multipliant  par^( — u) 
les  deux  termes  de  la  fraction  et  faisant 

<p(  a )  <}'(  —  a  )  =  <!>(  a* )  -h  M  <l>,  ( a» ), 
on  décomposera  l'intégrale  proposée  dans  les  deux  suivantes  : 

dont  la  seconde  se  ramène  encore  aux  radicaux  du  second  degré, 
puisqu'en  faisant  u^  =  t  elle  devient 


Il  y  a  donc  seulement  lieu  de  s'occuper  de  la  première,  qu'on  fera 
dépendre,  en  décomposant  en  fractions  simples  ? — r->  de  termes 
tels  que 


./  ./    (I  -h  a//»)A' 


OU  bien 


et  ces  termes  sont  eux-mêmes  réductibles,  comme  on  va  voir,  aux 
cas  les  plus  simples  de  //  =  i ,  /;  ^  i . 
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Parlons  en  premier  lieu  de  la  relation 
du***  j 

qui  différentiëe  donnera 


(Lr^ 


=  m(m  — i)M"«-*  —  m*(i  -f- X:»)  M'«-+-m(/n-h  i)  A:«m"«-*-*. 


En  întéjjirTant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  cette  équation, 
on  lrou\era  celle  formule  de  réduction 

-^  =  mi  m —  I)  I  u**^^dx  —  m*(i-hk*)  I  u"^dx-hm(m-hi)k*  [u'**-^^dx, 

qui  montre  commenl  de  proche  en  proche  on  ramènera  Pintégrale 
proposée  où  m  :=  2  aj,  aux  seuls  cas  de  /i  =  o,  /i  =  i . 

Le  premier  donne  un  terme  proportionnel  à  la  variable,  et  c'est 
le  second  qui  conduit  à  un  nouvel  élément  analytique,  dans  la 
iliét>rie  des  fonctions  elliptiques. 

Ku  introduisant  comme  facteur  constant  le  carre  du  module, 
nous  poserons 

c»-  sera  re  que  l'on  nomme  et  ce  que  nous  appellerons  dorénavant 
la  fonction  df'  seconde  espèce, 

Partons  en  second  lieu  de  la  relation 


,    /  I  -h  X«        3  A-*  \    r  dx 

qu'on  trouvera  identique  par  la  différentialion.  Il  est  clair  que,  de 
proche  en  proche,  elle  fait  dépendre  le  cas  le  plus  général  des  trois 
Miivnnts  où  l'on  suppose  />  ^  —  i ,  y^  =  o,  />  =  1 .  Le  premier  nous 
r4fiji»ne  à  la  fonction  de  seconde  espèce,  le  second  donne  un  terme 
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proportionnel  à  la  variable  :  c'est  donc  seulement  le  dernier  qui 
met  encore  en  évidence  une  fonction  nouvelle,  que  nous  étudie- 
rons sous  la  forme 

J     I  —  a  M* 
au  lieu  de 

r      dx 
./    I — aw* 
En  faisant 

ot  =  k^  sin*  ama, 

A  =  — T-  A»  sm  am  a  cos  aiii  a  A  am  a, 
>.  da 

nous  poserons 

'"  X'-  pin  amflr  cos  am«  Aain  a  sin*  ^mx .dx 


II(j-,  a)  =  I      — 


I  —  A*  sin*  amn  sin*amar 


et  cetle  expression  sera  désormais  pour  nous  la  fonction  de  troi- 
sième espèce. 


I.  —  Expression  par  B(x}  des  intégrales  de  seconde 
et  de  troisième  espèce. 

Nous  avons  précédemment  établi  la  relation  suivante  : 

.   „  ^  _r/sinainjr        ^\\(x — a,)H(d^  — a2»H(> — a,) 

sin  am^'(sin*  am  j'-h  A  )  -h  B  -i =  L  -r- ^—  , 

dx  H*  (  X  ) 

on  les  coefficicats  A  et  B  s'expriment  par  a^  et  7.2  en  posant 

.          „  d*^\i\  ama, 
siii  am  3(|(  sin*  ainai -h  A  ) -h  B  -z =0, 

.           _  <ysin  amaj 
sin  am  a*  (  sin^  am  a*  -+-  A  )  -♦-  B  ; =  o. 

Soit 

a,  =  —  a^  =  rt, 

Cl,  par  suite, 

a,  =  o  ; 
d'après  la  condition 

a,  -t-  a^  -}-  as  =  o, 

on  trouvera 

B  =r  o.         A=  —  sin^ama, 
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el,  par  conséquent, 

sin  anij^(5in2  amj;  ^  sin>  ama)  =  C — : : — ^^ — -* 

Dt^termînant  C  en  faisant  j:  =  o,  il  viendra  enfin 

e^(o)}\{x  -^  a)H(ar  —  a) 


sin*  amx  —  sin*  ama  = 


X:e*(T)e«(a) 


Celte  relation  importante  prend,  si  l'on  chau{^e  a  en  a  -i-  /  K', 
celle  nouvelle  forme 

I  —  A*  sin'anriflr  siii*  amr  =  r— -r » 

ià  laquelle  on  parviendrait  encore  d'une  autre  manière  en  employant 
l'identité 

i   Hi  T  -i-  a)H'  T  —  a) 

y  — — =  sin  ain  (  X  -+-  <7  )  siii  am  (  t  —  a  ) 

<;in*  nmx  —  sin*  aiiwi 


~   I  —  X*  sin*  ama  sin*  amar 
Elle  donne,  en  prenant  les  logarithmes  de  deux  membres, 
|,>jf,  I  —  X-*  sin*  ama  sin*  amx)  =  logt^*(o)  -r-  logH(\r  -h  a  ) 

el  de  là  on  tire  immédiatement,  en  ditVérentiant  par  rapj)ort  à  a  et 
en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  j?, 

z"^'  A*  *iii  ania  cos  ama  lama  sin*  aiujrdx 
J^  I — A'*  sin*  aiiia  sin- ani.r 

e'(rt)        I          e(-r  — /?), 
-=  \\{x.a)  -=  X —  loi;  ^^  ; 

rVsi  Texpression  analytique  découverte  par  Jacohi  de  la  fonction 
<l«*  troisième  espèce.  En  divisant  par/7  el  supposant  ensuite  a=o, 
on  en  déduit 


.r 


A*  sin*  anix (ix  —  Zix)  =  ;:r ^ » 

où  Ton  a  posé 

^  I  —  >. y  -+-  >.  Y*  —  •></*  -h  •/ «7' *^    - . . .  /v.  K \ * ' 
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c'est  Texpression  donnée  également  par  Jacobi  de  la  fonction  de 
seconde  espèce  et  qui  va  nous  conduire  aisément  à  ses  propriétés 
fondamentales. 


n.  —  De  la  fonction  Z(x). 

La  première  de  ces  propriétés  est  de  n'avoir  qu\ine  seule  el 
unique  détermination  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la 
variable.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  directement  de  la  considération 
de  l'intégrale 

/A*  sin*  ani  zdz. 

En  effet,  pour  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équation 

-: =  o, 

sin  am2 

savoir 

«  =  9-  m  K  -f-  (  2  m'  -f- 1  )  «  K', 

le  résidu  correspondant  de  A***  sin^  am  5,  c'est-à-dire  le  coefficient 

de  -  dans 
e 

A'«  sin*  am  [ 2  m  K  -h  (  '1  m'  -H  I  )  £  K'  -h  t  ]  =  -r-; » 

^       sin'ame 

s'évanouit,  car  sin'''  ams  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  e 
dans  son  développement.  F^'inlégralion,  quel  que  soit  le  chemin 
décrit  par  la  variable  z,  ne  donnera  donc  qu'une  seule  et  unique 
détermination.  Nous  pouvons  ainsi  poser  sans  aucune  ambiguïté, 
en  adoptant  les  dénominations  de  M.  Weierstrass, 

J  =    /     k*  ^'in*  am  xdx^ 
•  0 

/J'=    /  k'^  s'in*  am  xcLc. 


Ces  quantités  se   nomment  ies   fonctions  complètes  de  seconde 
espèce  et  sont  liées  à  K  el  K'  fonctions  complètes  de  première  es- 
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pèce  par  la  relation  que  nous  avons  déjà  mentionnée 

KJ'— K'J  =  - 

'X 

et  que  nous  allons  maintenant  démontrer. 
A  cet  effet,  faisons  successivement 

z  =  K-+-*K', 
dans  l'équation  fondamentale 

La  première  substitution  donnera  tout  d'abord 
car  on  a 

e'(K)  =  o. 
Pour  la  seconde,  nous  partirons  de  la  relation  donnée  page  i43  : 


_-^(S.r-»-/K') 


et  d'où  Ton  tire 


loge,(a7H-*K')  =  logH,(:F)—  1^  (-237 -4- iK'). 
En  différentiant  par  rapport  à  x^  on  en  déduit 

e,(a:-hiK')  ""  Hi(a:)        aK* 

Maintenant,  si  l'on  fait  j:  =  o,  la  dérivée  de  la  fonction  paire  H 4  {x) 
s'évanouissant,  il  viendra 

e,(iK')  -  e(K-h  /K')  "■      2K' 
On  en  conclut 

Z(K-+-«K')  =  Ç(Kh-/K')-4-  -!l 

'2  IV 

et,  par  cons**quent, 

/  ^  a  K  ' 

ce  qui  donne  la  relation  annoncée  en  remplaçant  ÎJ  p»r  îj • 
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Ces  quantités  J  et  J',  lorsqu'on  suppose  le  module  k  réel  et 
moindre  que  l'unité,  s'expriment  par  les  intégrales  rectilignes 


k^,T^  dx 


\/{x^  —  \){i  —  k^x^) 
et  l'on  a,  comme  pour  K  et  K',  ces  deux  séries  : 


•i 


j'  =  jio-|  +  i-(j-J,)-3^(j-i»)-52^(i-J,)-..., 

en  faisant 

«       't.     ^/'\'/i     5/1. 3\«,,     y/'-'J-Si'., 

^  =;*'^4U)  ^*^6(iij  ^'^slrrii)  *^---' 

3„  =  iA-.-^^(i)'>^>-..+iii^('-;--"'-;yx-.«-» 

^.  u^;^-^ /■■>... -2/»- r,«^,, 

g»,         i  /l         \  •>. .  /| .  .  .  «  /l  —  7.  / 

Voici  maintenant  la  propriété  de  la  fonction  de  seconde  espèce 
qu'on  doit  regarder  comme  caractéristique  et  qui  justifîe  son  in- 
troduction à  titre  de  nouvel  élément  analytique  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques;  elle  consiste  «lans  les  relations 

Z(r-H-?.K)    =  Z(.r)-h  -iJ, 

Z(ar-+-    KiVJ)  =  Z(  J")  -H  'AtJ'. 

Ces  relations,  qui  découlent  immédiatement  des  équations  fonda- 
mentales 

i1^  .... 

^iX'h'>.iK  )  =z—^{x)e     ^ 

en  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques,  donnent  en  effet  la  no- 
tion d'un  nouveau  genre  de  fonctions  qui,  étant  uniformes,  se  re- 
produisent avec  l'addition  d'une  constante  lorsqu'on  augmente 
l'argument  des  quantités  aK  et  a/K'.  Plus  tard,  on  verra  le  rôle 
et  l'importance  de  c<»  caractère  cpii  n'est  plus  la  double  périodicité, 
mais  qui  s'y  rattache  d'une  manière  étroite. 
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On  y  parviendrait  d'ailleurs  encore  autrement,  en  partant  de 
réquation 

Z«.  j-  -r-  a)  =  Z(x)  ^-Zi  a)  -¥-  A*  sin  amx  sin  ama  sin  am(x  -f-  a), 

c'e>t-à-dire  du  théorème  de  Taddition  des  arguments  dans  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce,  que  Jacobi  démontre  comme  il  suit  : 
Différenlions,  par  rapport  à  x,  l'équation 

n ( -r,  a)  =  X  •  H-  -  lo;^  [ . 

il  viendra 

i'oin  am/ï  co«  ama  Àam^7«^in-aiTix       B'(a)        i   ^'(x — a)        i   ii' (x -h  a) 
I  —  X*  sin*  ama  sin- a  m  ar  ~  H(</;         •>.  H  (  x — <?)        .>.  t^(.r-Ha) 

=  —  Z(a)-i-  -Z(  X  -h  a) Z{x  —  a), 

d'où,  en  permutant  x  et  a^ 

i*5in  amj"cosamj'  A  aiii:r  sin^ama  ^  i^,  i„, 

.,    .    ^ r— =— Z(a7)-+-  -  Z(a:-ha)-r-Z(j-  — a); 

I — A*  «incarna  sin*  amjr  -x  u 

or  ces  relations,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

X-*«n  amjr  sin  ama  sinam(j:^  -^~  a)  =  Z(x  ~h  a)  —  Z(x)  —  Z(a). 

ÏH.  —  De  in  fonction  \\{x,  a). 

^>n  ccmsidère  comme  Tune  des  plus  belles  découvertes  de  Jacobi 
r*»lte  expression  de  Hix^  a)  où  figurent  deux  quantités,  rar{»u- 
menl  .r  et  le  paramètre  a^  par  la  relation 

,-  H'(a)       I        e(^--.n 

«'//)  •>.      "^  k^ix  -\-  a) 

diins  laquelle  n'entre  que  la  seule  fonction  B  avec  sa  dérivée.  Il 
pourrait  même  paraître  inutile,  à  cause  de  la  simplicité  de  cette 
expression,  d'introduire  avec  une  désignation  spéciale  et  comme 
un  élément  analytique  propre  la  fonction  de  troisième  espèce. 
Olle  désignation  cependant  est  consacrée  par  les  travaux  de  Le- 
S'-ndre  qui  ont  précédé  la  découverte  de  Jacobi,  et  nous  remploie- 
rons dans  les  énoncés  des  propositions  suivantes. 
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A.  —  Échange  de  l  amplitude  et  du  paramètre. 
L^équalion  fondamentale  donne  immédiatement 

OU  bien  encore 

n(a:-,  a)  — U(a,.r)  =  aZ(ar)  — j?Z(a) 

en  introduisant  la  fonction  de  seconde  espèce.  Celle  propriélé  peut 
être  établie  directement  et  étendue  aux  intégrales  d'ordre  supé- 
rieur par  la  méthode  suivante  qu'a  encore  donnée  Jacobi. 
Soit  o(:r)  un  polynôme  de  degré  quelconque  en  x  el 

la  diflérence  F(x,  a)  —  F(fl,  x)^  ou  bien  la  somme  des  intégrales 

/*        \/f^{a)dx  r        ^(f{x)da 

Ja     (./•  — a)  v^ç(  j-)      J^     (T-a)v/ô7â~) 

peut  être  remplacée  par  Tinlégraie  double 


r"    r  '         dx  da  [^7.r 


•i{x  —  a)* 


Or  on  trouve  aisément  que  la  quantité  placée  entre  parenthèses 
est  une  fonction  entière  de  x  et  de  «,  de  sorte  que  l'intégrale 
double  se  ramène  à  une  somme  de  produits  tels  que 


/•    a'*'  da         r     X 


X»  dx 


Le  cas  des  intégrales  elliptiques  résulterait  évidemment  de  là, 

en  posant 

^(x)  =  xii  —x)ii  —  k^x) 

et   prenant,    pour   variables  x  et  or,   les  quantités    ,^  ^.  ^ el 

sin^amr/. 
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B.  —  Des  fonctions  complètes. 

Supposons  successivement  dans  Téquation  précédente 

Ht  a?,  a)— n(a,  a?)  =  aZ(.r)  —  a-Z(a), 
ar  =  K         Cl        ar  =  K-+-«K'; 

en  observant  qu'on  aura 

n(a,  K)  =  o, 

n(a,  K-4-*K')  =  o, 

on  en  conclut 

U(K,a)=aZ(K)-KZ(a)  =  aJ- KZ(a) 
et 

II(  K  -+-  iK')  -  n(K)  =  «aJ'—  tK'Z(a). 

Telles  sont  les  valeurs  des  fonctions  complètes  ou  bien  des  inté- 
grales définies 


n(K)=  f 


A'^sin  ama  cos  ama  A  ama  sin^ama:  dx 


n(K^*K')  — I1{K)=  f 


I  —  A-*  sin'ama  sin^amar 

'^^      A:' sin  ama  cos  amaAama  sin'amjr  é/j; 
I  —  X:*  sifi'ama  sin'am^r 


Si  pour  un  instant  on  les  désigne  respectivement  par  II  et  /U',  on 
aura  les  relations 

Uix-i-'àK,  a)    =  ri(ar,  a) -+-211, 

U(x-+-2tK',  a)  =  n(j7,  a) -h  i  «0' 
et 

Kri'-nK'=— . 

Mais  nous  observerons,  à  l'égard  de  la  fonction  de  troisième  es- 
pèce, (|ue  rintégration  introduit,  en  modifiant  le  chemin  décrit 
par  la  variable,  un  multiple  entier  positif  ou  négatif  de  n y^ —  i , 
de  sorte  que  ces  relations  n'ont  lieu  que  pour  certains  modes 
«l'intégration,  tandis  que  les  relations  analogues  relativement  à  la 
fonction  de  seconde  espèce  n'exigeaient  aucune  restriction  de 
cette  nature. 
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G.  —  Addition  des  arfruments. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,   un  nombre  impair  d'argu- 
ments tti,  aj,  . . .,  a^z/^.!,  liés  par  la  relation 

Téquation  fondamentale 

donnera 

11  (a,,  a)-hlKa,,  a)  -+-...-4-  Il(  «,«_;.,,  a) 

Cela  posé,  je  dis  que  la  quantité  sous  le  signe  logarithmique 
s'exprime  rationnellement  par 

\  sinamsi,  sinamaj,  ...,     sin  ainat;,^-!, 

/   Da,  sinamai.     0^,  sin  amzt,     ...,     D«„^j  sin  amotin-i. 

Rappelons,  à  cet  effet,  qu'en  désignant  par  /(-r)  el/i{x)  deux 
polynômes  entiers  en  x  des  degrés  n  et  /i  —  i  et  faisant 

çp(  T)  =  sin  amj'/c  siii*aiiij-)  -t-Dj-sin  amar/i^sin*  amor), 

nous  avons  obtenu  (p.  i84)  la  relation  suivante  : 

AH(  J-  —  a,)  II(  j^  —  oii).,, IKx  —  «,„H-i) 


'f(x)  = 


k^tn^liX) 


où  les  coefficients  des  polyiiomes  /  et  /i  doivent  être  déterminés 
par  les  équations  linéaires 

'5(a,  )  =  o,         5,(aj)  =  o çp(a,„)  =  o, 

et  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  (A). 
Cela  posé,  en  changeant  .r  en  —  x^  on  en  déduit 

__        AU  (  .r  -4-  g|  )  H  (  j:  -f-  gj  ', . . .  H  (  j-  -H  «an-^i  ) 
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el  il  en  résulte 

^i—x)  ~~       H(a?-hai)  H(J7-»-a2)...  H(j7 -h  «j,,^,  )  ' 

Or,  en  faisant 

.r  =  a  -i-  t'K', 

d'où 

I 

sinam:r=  -, — ; » 

Arsin  a  m  a 

^  Dasinaina 

DxSinaii)J7  = î — :— : > 

ATSin^ama 

la  quantité 

H(3:  — gi)H(a-  —  at)...  H(x~ai;,-n) 
H(a:-4-«,)H(.r-haj)...  H(jr-+-  a,«+,) 

deviendra  précisément 

e(  g  —  g,  )  e(  g  —  gQ  . . .  e(  g  —  al/l-^- 1)  ^ 
e(g-4-  a,)e(g-Ha,)...e(g-f-  at„-+.i  ) 

Elle  s'exprime  par  conséquent  comme  il  a  été  annoncé,  ayant  pour 
\aleur  la  quantité 

i  ^/  I  \  _  /DgsinaingN        /  i  \ 

k  sin  amg''  \  A:*  siii*amg  '        \  k  sin<ama  /  •' *  \X:*  sin*  ^ma/ 

'  f(  '  \    ,    /DgsinamgX        /  i  \ 

X  sin  ama*'  \k^  sin*  amg/        \  X:  sin'anig  /•' *  \  A:*  sin»  auig/ 

ijiron  rauiène,   en  multipliant  haut  et  bas  par  sin-*""*"*  am  a,  à  la 

forme 

sin  amgP(sin<aing  )  —  D,^  sin  amg  Fi(sin'amg) 
.«in  auig  F(  sin*  amg  )  +  D^  sin  amg  F|  (sin^amg; 

F'x)  et    F|(j7)  étant  comme  f{x)Gif^{x)  des  polynômes  de 
•lej:rés  n  ei  n  —  i  en  x. 

Ou  peut  donc  écrire,  en  remplaçant  l'argument  a^,,^,  par 

IVquation  suivante 

\\(ix,  a)  -h  lUaj,  g)-+-. .  .-H  II  («m,  a) 
=  II(ai  +  «s  +..  .-+-a,,i,  a) 

1  .      sin  ama  FCsin^amg  ) -- Da  sin  amg  Ft(sin'amg) 

2  sin  amg  F  (sin*  amg)  +  Ua  sin  amg  Fi(sin*  amg)  ' 
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c'est  le  théorème  «le  L'afiditioa  des  ^risumenU  sous  la  forme  trouvée 
par  \bel. 

D.  —  />*!?  *li'jf'^r*;ntt:i  f.tnrtîons  antiloguifs  à  ia  fonction 
'iif  tr'yisieme   us  pif  ce, 

Dimportaates  questioas  de  méraniqae  conduisent  souvent  à 
réduire  aux  fonctions  H  des  intégrales  semblables  à  la  fonction  de 
troisième  espèce  et  qui  s  v  ramènent  par  quelque  substitution 
simple:  aussi  Jacobi.  dans  son  mémorable  travail  sur  la  rotation 
des  corps,  a-t-il  jujjé  nécessaire  de  donner  le  Tableau  suivant, 
qui  ofl're  la  réunion  complète  de  ces  di\ erses  intégrales  ainsi  que 
leurs  expressions  sous  la  forme  la  plus  simple  par  les  fonctions  O. 

/' '^  X:*>in  dni<ïCi»'*aiu^iAJnîa*in*aim-<iLr  H(at        i  ^Kx  ^a\ 


0 


J^      Aaniai  I  —  A:- "incarna -iin^anix)  ~           <^|(a)  î  ^^  %(x-i^a) 

/■^  lan:r  amti  Aarii/i  A-ani -r //wT                 ll.ui)         i,  ^ix  —  a\ 

3  I  — — —    =r  jr    ' —   ll"><»r 1  , 

j^         i  —  A*  ^in- anirt  *in*  amx                  H,<flt)         i  ^  ^{x ->^  a) 
r^        Aam^f  c«»t  ain/i '^J                      li  «  <j  » 

1  /  ; : . ~  r 

/       I  —  A*  «m*  jnia -sin- am/- 


5. 


/"     MM  aiUfioo-aiiwi  Aai 
/  î»iii*  miK*  —  >in-  a 


6  /      : =  —  r  -! 

/       Aain<7i  «incarna — «iin-am-r»  H|  <  ci  i 

Je  ''  tjuii'niiw*  AanwicoT»-aiii^«/-r                H  ,  *ii) 
[  '^ =  —  X  — ■ 

«iin^aiii  <7  —  sin^ani  j-  Hn^) 

o 

'  A  ariifï  coiania  ^in-am-r</j"  H  «  <i  » 


8. 


/ 


^in^ania  —  siii*aiiix  H<^) 


j      "H(x-.-a) 

1 

.       H(a  -H.r) 

•> 

"  H  <  «  —  /•  ) 

1 
-i 

,       H(  /i  -1-  x) 

i 

lo"^''"'^* 

•> 

*''-H(«-x)' 

^il 

Il  nous  suffira  d*«>l>ser\er,  pour  qu'on  puisse  iinnirdiateinenl  les 
dénionlror,  que  les  équations  %  3,  t  se  déduisent  de  la  première 
en  y  cliangeant  successivement  x  et  a  en 

^  -r-  K,     a  -r  K, 

arn-K-HiK',     a -+- K -r   /K', 
27-htK',     a-t-iK'. 
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Ces  quatre  équations  ainsi  obtenues,  on  en  tire  les  quatre  sui- 
VàRies  par  le  changement  de  x  en  x  -^  iK'  (*). 


Des  fonctions  de  M.   VTeierstrass. 

Il  a  été  déjà  remarqué  que  sin  anij?,  cos  ainXj  A  am^,  pouvaient, 
|>ourdes  valeurs  de  x  moindi-es  que  l'unité,  être  développés  sui- 
\aDt  les  puissances  de  cette  variable  en  séries  dont  les  coefficients 
!Mjnt  des  fonctions  entières  et  à  coefficients  rationnels  de  k'^.  Il  en 
est  évidemment  de  même  de  sin^amj?,  de  la  fonction  de  seconde 
espèce 

Z(x)  =  I     A:*siii*amiFûfcr, 

df  son  intégrale  /     7j(x)dx  et  même  aussi  de  l'expression 

—  1     y,  (.11  */.f 
e  *' 0  ; 

mais,  tandis  qu'à  l'égard  de  sin=*am^,  7j{x)  et  /     Z(x)  dx  les 

dt^veloppements  ne  subsistent  que  pour  des  valeurs  de  la  variable 
•lont  le  module  est  inférieur  à  l'unité,  l'exponentielle 

-  /      Z  \.r)  dx 

e  •^  0 

cond:iit  à  un  développement  convergent  dans  toute  l'étendue  des 
uj^urs  réelles  ou  imaginaires  de  j\  Effectivement  l'équation 

H  {X) 


{'•)  Si  Ton  représente   par  /      V{x)dx  l'une  quelconque  des  huit  formesde  la 

fonction  de  troisième  espace,  F{x)  aura  pour  périodes  j  K  et  21K',  et  les  exprcs- 
«luos  précédentes  s'obtiendront  iniinédi;4tement  à  l'aide  d'une  expression  f;éiié- 
nle  d<->  fonctions  doublement  périodi(|ues,  qui  sera  établie  à  la  fin  de  cette  Noie, 
^aTl^i^  : 


F{x)  -C  -i-  IH 


H(x-;) 


Im  quantités  «  dé^ianant  les  racines  de  l'équation  ,,  ; — -  =  o,  et  R  les  résidus  cor- 
^  ^  ^  h (x) 

rt«p<»ndant«%  de  V{x). 


donne 

Voici  donc  une  propriété  Lien  dî^ue  d'attention  de  la  fonctioi 

#{*r)de  se   chuni^er  par   l  înlrodiiclion  du  farleur  e     *   -— -^  ei 

une  nouvelle  fonction  où  l'ardu tnenl  esl  sorti  du  $igne  cosinus  et 
où  figure  directement  le  module  X  -  à  lu  place  des  périodes  el  de 

la  transc-endïinte  tf^=^^      ^^  Les  mêmes  choses  jiuront  encore  lieu 
évidemitient  à  l'égard  de  res  Lï'ois  rtulres  fonelioiis  : 

A  li^h  =  sin  H  m  37  e  *'«  =  e      *    * — - —   ^-=f 

t(o)  y  k 


-X'"^"'^=r^'^ii^>^'. 


Il  en  résulte  qu'à  cAlë  des  développements  périodit(iies 

a  K  r         I     i  \  q  sin  s'  -^*i  v  <ï*  ^«n  i  ,r  -^  *i  v^  o'*  sln  >  j*  — . . . 
jïiti  atn —  -7=  --  -^ — ---t- — — — ~ î-ï , 

rf^osam  =  1/t  r^^^ — ^^-^ — l -f -^^-i ^— —' 

A  aiii  =  /A^ '- i- —        ^ i 

it  i  ~^  étf  cfiîi  i  J!^  -K  a  7*  cris  i|  jf  —  ^  r/v  ri  ^i^ur  ■*-,.. 

on  voit  s'tdlHr  un  autre  mode  de  repréi^entîitîun  011  les  fonctions 
doublemeul  périodiques  sont  exprimées  p^r  At*s  quotients  de 
séries  rationnel  les  en  ,r  et  X*^,  et  convergentes  quelles  que  soient 
lei  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ces  deux  quantités.  Abel  avait 
entrevu  el  rapideiuenl  indît|ué  la  possibilité  de  ce  nouveau  mode 
d'expressiuu  des  fonctions  elliptiques,  mais  c'est  à  M.  Weierslra^is 
que  revient  Fhonneur  d'avoir  mis  dans  la  Science,  au  lieu  d'un 
simple  a|»erçu,  une  théorie  profonde  qui  londuii  directement  à 
ces  UMiJvelles  fnnctions,  non  seulement  dans  le  tas  des  transcen- 
dantes elliptiques,  mais  pour  tes  transcendantes  abéUennes  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Ne  pouvant  exposer  ici  les  pria- 
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cîpos  dont  cet  illustre  géomètre  a  tiré  ces  grandes  et  belles  décou- 
vertes, nous  nous  bornerons,  et  sans  sortir  des  fonctions  ellip- 
tiques, aux  indications  suivantes. 


I.  — Définition  des  quatre  fonctions  AI(a").  —  Équations 
différentielles. 


Vfin  «le  rallaclier  immédiatement  ces  fonctions  aux  quatre  fonc- 
lloiis  H(j:  ),  nous  poserons  : 

-  r    Z  KX)  dx 
A1(J')  =  C    *'o 

AI(J7), 


sin  am^  = 


A  !(:.;) 
Al(rh 


V  \  '  cosamir=  -r-r- — -  , 

Al(a7) 


AU.r), 


AI(a:) 


t'I,  par  suite, 


*'<'>--- ifî^. 


Al/      \  -^"f-^)       ' 


Al(a:),=:<?      « 


e(o)   V  f^' 


Des  relations  (A)  résultent  en  premier  lieu  celles-ci  : 

Al^a:),  =  Ai«(a:)- Al2(ar)„ 
AI»(a:),  =  AIK^r)  -  A»  Aiî(a:),. 

Nous  déduirons  ensuite  des  éjjralités 


-/      Z(.r)r/r 

AI  (;r)  =  6'  •/o  , 

Air^r), 

—  =  sin  amar, 


A  1(37} 


•leui  équations   différentielles,   en   pnmant  irabord  les   secondes 
II.  -  II.  »'i 


7.10  (£tVRES    DE    CIIARI.RS    IIERIIITE. 

dérivées  de  logaril limes  des  deux  membres,  ce  qui  donnera 

j—r-^ — -  =  —  A-*  sin*  am a:  =  —  A*  -m — - 

dx"  AI*  (a*) 

Cl 

</*  locAl(a:)i       d^\Q%K\{x^      rf*log  sin  am^r        ....  i       • 

^-r — 5-r-^ —  —  ^V-; =  A*sin«amx r-r » 

dx^  dx^  dx^  sin*am;r 

d'où,  à  cause  de  l'équation  précédente, 

rfMogAKy  )| I         ___  Ai»(ar) 

dx^  ~       sin' anij*  ""       Al*(a")| 

Voici,    eu   développant,    les   équations    difTérentielIcs   qui    en 

résultent  : 

I      ,,    ^  di\\(x)        rd\\(x)y      ,,.  „,    , 
)-'^'^^^^ [-^f^\  +^''^»*(^)«  =  û» 

On  aurait  d'une   manière  analogue,  ou  comme  conséquence  des 
relations  algébriques, 

Ces  relations  importantes  que  M.  Weierstrass  tire  immédiatement 
des  équations  de  définition  : 

ds\n  ani.r 

=      cos  am  .r  A  ain  j*, 


dx 
r/cos  ain.r 

d  \  am.r 


dx 


—  —  sin  ani  X  A  ain  x^ 
=  —  k^  sin  ain .r  cos  am  x^ 


et  par  une  méthode  qui  s'applique  aux  transcendantes  abéliennes 
les  plus  générales,  peuvent  alors,  par  une  nouvelle  méthode,  con- 
duire aux  fonctions  B,  ou  servir  à  d^'monlrer  directement  qu'elles 
définissent  des  fonctions  développables  suivant  les  puissances 
de  la  \ariablc  on  séries   indéfiniment  convergentes,   et   dont    les 


THEORIE    DKS    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  211 

coeflirienls  sont  des  fonctions  entières  de  k^  à  coeflicienls  ra- 
lîonnels.  Toutefois,  pour  efTecliier  les  développements,  on  suit 
une  \oie  diiFérente  et  plus  simple  dont  voici  le  principe. 


II.  —  Équations  aux  différentielles  partielles,  —  Formules 
de  développement, 

L  ne  analyse  un  peu  trop  longue  pour  que  nous  puissions  la 
rapporter  ici  a  conduit  M.  Weierstrass  à  ces  écpiations  linéaires 
aux  dillVrcnccs  partielles,  savoir  : 

y— —    -t-2A*ar j haXX* — -jj-^  -^k^x^X\(x)  =  o, 

</x*  dx  dk  '  * 

d^\hx)x  .,     d\\{x)x  ,.,dk\{x)x       ,,„       .,    ,^.,,    , 

—  ,  ^       -4-  2  k^x -JZ-^  -"-  ^kk  *  — dk~^  "*"  ^       "^      ^^         ^^'  ~  "* 

— S?i H2A»j: — ^ haU-'î -^ h  (i -+-  X»x«)  Al(a^),  =  o, 

d*-\\(xh  .,     rfAl(jr)j  ,,,,  rfAU:r)s       ,,,       ,,    .,  ^,, 

— ^^^^       -h^k^x — ^^-^9.XA'*  — ^T-^-hCXr'-hX'a-»)  A^j-),  =  o. 

Ces  relations  importantes  sont  éminemment  propres  aux  dévelop- 
|»<*inents  en  séries,  et  Ton  en  tire  les  formules  suivantes.  Soit,  en 
drsi«(nant  le  produit   i  .  2  . 3 . . .  /i  par  /i  !, 

x^  x^  x^"' 

AUx,.=  i-C,^  +  C,^ -...+  (-,)'"     C,,,^-^^^..., 

(')    Lr    terme  en  2;' manque    dans   cv  développement,   comme  on    le    voit  a 

-f  7...M/1 
prior  |>ari   I  ei pression  c  •' 0  où  la   srrie  en    exposant   roinim'nce   par  un 

tenue  en  x*. 


MA  ilKrVRKS    DK    ClI.VnLKS    llKnMITK. 

011  aura 

Aï  =  •>/»•«, 

A3  =8(Aî-T-XrM, 

Av  =  V2(Xî-f-^«)-t-68XS 

A5  =  i-^.8(Aï-f-A«)-h48o(X*-t-X«), 

Ao  =  5i-2(A«-+-X*io)  -h  3oo8(A-*  -*- A»)  -f-  54ooA«, 

At  =9.o48(/.*-t-A»ï;-i-  I74o8(A-^-!-  At^») -+- 4()368  (Àr^-i-X'»), 

Ag  =  8  I9>.(  X»H-  X»*)  -h  95-;i3'2  (  A*  -+-  /.»«)  -+-  3()55-2o  (X«  -i-  /i»0)  -h  603376  A» 

Ao  =327()8(/î-hA:»«)-+-4997iJi(A^-hAiM  -+- 2  833888(  A« -f- A«M 

-h  )668o96(A»-+-A»o), 
Aio=  i3io7>.(X«-+-A:»M-f-  253959.o(X-*-+- A-»«)  -+-  i90976oo(A6-4-  A»*) 

-+-  38  i53  728(A*-h  A««)  -+-42090784X»", 

B,   =:|-+-AV-h   îA», 

B3  =  ,-|-Ar._^9(Aî-4-X'*), 

B4  =  I  4-  A8-t-  i6a»-h  X-^)  -  6A-S 

B3  =  ,  -h  AIO-+- 25 (/.*-+-  X-8)  -  494(^'^-^  X^), 

Be  =  1  -+-Xi«-h3r)(X-«-^  X»o)  —  5781  (X-*-:-  X»)  —  12  184 X*, 

Bt  ==i4-X»M-4<)(X»-r-X»»)— 5>i73(X-4-X»«)-  i796o5(X«-f- X»  ), 

B«  =  I  -4-X'«-^r)4(X*-^X-»*)—  )o>.892(X^-+-X»«)  —  2279488a-«-4-X«M 

-3  547D'io^«* 
B.J  ::=  I  H-X^»^Si(X*-hXi«)  —  4537.5oo(X^+X»^}  — 27i98  588(X«H-  X«V) 

-5933i4y8(X''-hX'"), 
B,,-  I  -uXî«>-^ioo(Xî-+-X»»)  —  4o8'5r)7i5(X*-*-X-»«) 

-3i38oo8o(Xfi-HX-i^)— 9090i527o(X*-h  X»*)  —  1  278 j3o8jr»X»", 


TUÉORIK    l>K8    FONCTIONS     K  KM  1>TI0  t^  KS  .  >  I  *) 


Mais  les  rqiialîons  aux  diirérences  partielles  ne  servent  pas  seu- 
lement à  faciliter  le  calcul  dont  nous  venons  de  rap|)orter  les  résul- 
tats d'après  M.  Weierslrass,  elles  donnent  encore,  par  exemple, 
une  démonstration  facile  des  équations  suivantes,  qui  se  rap- 
[Kirtent  à  lu  transformation  du  j)remier  ordre,  savoir  : 

Ai(a-x,  J.)  =AI(:r,A), 

1   \\{ix,  A')  =  e'^  \\{x.  Ali, 
I  Al(/>,  X')i=ee~AlU',  X  )i. 

iX\(ix,A')i=e'^  \\(x,A), 
A!(£>,X-'),=  <'^Al(.r,  A)3. 

Nous    remarquerons  enlin   qu'(»n   ])assant   ainsi    d(»s    fonctions 
H<y)à   .\l(j:)quî  ont  perdu   tout  caractère  périodi(pie,  les  (juo- 


al  4  ÛKUVHKS    OE    Cil  An  t  ES    rtrrtHlTÉ. 

tien  là  -r-r- —  t   TT7 — ^»  ".- , ,    ,    sc  trouvcnt  posséder  la  double  ue- 

Al(;rj      AUjp)      A  1(4?)  *  ' 

riodicîté  en  vertu  des  reblîoiis  suivantes^  conséquence  immédiate 
des  équations  (B),  en  se  rappelant  qu^on  a 


savoir 


ei 


ï  =  ^       Cl       KJ'-K'J  =  " 

K  ti. 


Al(^~h;iK)  =-^AM:r)  ^-ïJ^i+Ki, 
Al{:ï'^aK),=:  — Al(jr),  e-»'^''+*i«, 
AI(XH-2K),  =  ^  Al(>j,*î-i^i'^«', 
A  K^r-t- iK  )i»  ^  4- Ai(af  )3  (î-»^«  ' -»-»S 

AUj- H- ïiK')  =  — Al(^)  is-iu^t-kTii  ^ 
Al(J'*+-a*K'J,^--AI(c^)le-^'J't'*'^'*^^ 
A  Kj*^  jieK'jj  ^-K  A t(jr ),!?-*' J''^>'i*'>, 


Développements  des  fonctions  ôUiptîques  en  séries  simples 
de  sinus  et  de  cosinus. 

Voici  un  nouveau  mode  d'expression  analytique  qui  se  distitigue 
essentiellement  de  celui  que  nous  venons  d^éludier,  en  ce  que  la 
variebleest  assujettie  à  rester  enlre  certaines  tiuiîtes  déterininées, 
de  sorte  que,  ces  iuiiites  changea  ut,  la  forme  du  développement 
doit  changer  également-  Toutefois,  comme  il  suffit,  pour  embras- 
ser toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  rargument,  d'un 
nombre  limité  rie  développements  et  que,  dans  chaque  intervalle 
d'ailleurs,  le  développement  convenable  subsiste  qucllcis  que  fuient 
les  périodes  ou  le  module^  on  peut  présumer  que  Tétude  de  ce  mode 
d'cîLpression  ouvrira  également  la  voie  pour  pîirvenir  aux  pro- 
priétés fondanienlales  des  nouvelles  transcenda n tes*  C^est*  en 
effet,  ce  qui  a  lieu,  et  Ton  verra  même  ainsi  s'ollVir  naturellement 
la  réduction  auï  fondit»  us  ellipliques  de  loti  le  fonction  double- 
incnl  périodique  uniforme,  c^est-ù-tlire  la  proposition  de  M,  Liou- 
>ltle  énoncée  page  I2(j  et  qu  on  démontrera  ci-après.  Mais^  a  un 
autre  point  de  vue  et  par  le  seul  fait  des  identités  entre  les  séries 
et  les  quotients  de  séries,  on  se  trouve  auicné  aux  propriétés  des 
nombres  les  [dus  cachées  et  Icï  plus  îni  portante  s,  propriétés  dont 


I 
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l'intérêt  s^augmente  même  par  le  lien  si  imprévu  qui  les  rattache 
aux  transcendantes  de  l'Analyse.  Nous  nous  bornons  ici  à  cette 
indication,  ne  pouvant  entrer  dans  cette  partie  fort  étendue  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qui  est  liée  étroitement  aux 
belles  recherches  que  la  Science  doit  à  M.  Liouville  sur  les  fonc- 
tions numériques. 

I.  —  Première  méthode, 

Ccsl  celle  qu'indique  naturellement  l'équation  (  '  ) 

— — -  J  =  A(i  —  'iq  co^'xx  -+■  7*)(i  —  iq^cosix  -+-  q^) 
X  (I  —  'iq^  cos2Jr  -+-  q^^). . .. 

En  partant  en  efTet  du  développement  connu 

'  I      /  -x  •  cos  jj^ 
Iog(i  —  iq  co^ix  -h  (7*)  =  q  co%ix  -f-  q^  — -î— 

.  cos6a7  ,  cosSa: 

•^q^——^q^——^.,., 


on  aura 


-  loge  f j  =  const.  —  cos2ar(y   -H  7»    -r- «7*   -h...) 

co^\x 


1 

ces  fia? 


(q^  -h  <7»    —  <y»*  -T-.  .  .  ) 


; (<7^  -4-7»*  -4-  720  -H...), 


ou  bien 

-  loce  ( )  =  const.—  ^ ^ V 

çr^'cosfijT         q^  cos%T 

On  en  conclut  les  développements  des  fonctions  de  deuxième  et 

'  '  j  Voyez  |>.  i!ii. 


2I()  OEUVRES    DE    CHAR  LK8    11  K  RM  I  TE. 

de  Iroisièiiic  espèce,  d'après  les  relations 

c'esl-à-dire  les  formules  siiivanles  : 

Il  /l!if ,  iili^^  -  ^~      \    -    / 

7  cos '2(37 -+-<'«  )        ^*  cos4(ar -t-rt) 

</  cosvtÇj'  —  g)        <7*cos4(a:  —  a) 
■~  1  —  7*  ^  — 7*)~ 


et 


[y  sin^.a  sinurr      7'sinî«sin4^       7*  sinGa  sinGa:  "1 

JÇ^  „  /2Ka?\  _  ÇK'  / q  %\ï\ix        q^^\ï\^.v       7*  sinGx  \ 

•27:      \    7:    /  ""    71*  \  I  —  <7*  1  —  //*  I  — 7«         ...y- 

En  difl'érenliaul  par  rapport  à  x  la  dernière,  on  obtient  encore 

X:*K^    .   .        uKa?        CK*       /vcos'ji.r        'i^^cos.^a:        3<7'cosGa:  \ 

-sin»am =  îî— -— (i — -+-  -l 1 ^  ^ ^...  ). 

2  7:*  7:  2  71»        \  I — <j^  1—7*  I — q^  I 

Mais  c'est  à  sinamo;,  cosainj?,  Aainj:*  ([u'il  s'agit  de  j)arvenir,  et 
le  même  procédé  s'aj)))liquerail,  s'il  était  possible  de  les  considérer 
comme  les  dérivées  logarilhmicpies  de  fondions  décomposablcs  en 
fac'leiirs  ainsi  que  6(x).  Or,  on  a,  en  effet, 

,    .  f/lof;(  A  aiiirr  —  Xcosamj') 

A  5111  am  X  =  ^^ -, , 

dx 

.,  é/Ioj;(  A  am  j:-+- //•  sin  amx) 

f  A  (!< js  am  X  =  ^^ , ■  y 

dx 

^lo"  (  iM»s  \\\\\x  -4-  /  sin  am  j') 

/Aam^  — , -, 

d.r 
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e{  les  quantités  sous  le  signe  logarillunique  s'expriment  comme  il 
>uit  : 

aKjT        ,  xKar 

\  am A-  ces  am 

t:  r 

(i  —  1  \/q  cosx  -h  q)(l  —  '?.  \J q^  cosar  H-  7')(i  —  i  ^q^  cosar  -f-  q^),.. 

(i  -»-a  ^q  cosjr-h  q){\-^'X  ^q^  cosa:-^  q^)  (i  -h  2  yfq^  cosir  -h  <7*)... 

A  ani  — — h  ik  sm  am     ^ 

__  (  I  —  îi  v^—  ^ sin X  —  ij)\  I  —  '2  v/ —  <7^  sin a:  —  7')(  1  —  •>■  v/ —  7*  si n :r  —  7*) •  •  • 
(i-f--2V^ — ^sinx — 7)({-t-a/ — (jr'sinar  — </5)(i-t-2v^ — 7*  sin  a: — q^)  ." 

^Kx       .  .           aKx 
co<  am h  i  sin  am 

t:  t: 

_  e^i^(\  —  qe-^i^){\  —  y^e»*'-^)  (i  —  ys  e-»^-^  ) . . . 
■"       (I  —  7e>'-*)(i  — <75e-«'J^)(i  — <7«e«^*)...     ' 

«le  sorte  qu'un  c^ilcul  tout  semblable  à  celui  qui  a  été  fait  précé- 
tiomment  conduit  aux  formules  suivantes  : 

XK    .  'iKx        i/</sina?        i/^  sin  3  a:        Jq^%\i\^T 

—  sin  am  =  —^ h  ^^-^ ; h  !-î : h  . . . , 

27:  7:  I  —  q  I  —  7^  I  —  7* 

XK  2KiF        i/^cosjr        v^ûr'cosS:?'        v/<7*cos5ar 

—  cosam  =  ^^ h  ^-^ ; h  ^^-^ 1^ h..., 

2z  ir  ^-^9.  1-4-7'  H- 7* 

K     ,  'xKt        I        7C0S2.r        ^/^cosjjr        7'cosGa; 

—  Aam    =7-*-i 7--^' -z-  -^  ^ T-  -+- 

2r  t:  4         I -h  7*  1-1-7^  i-h7^ 

<^hiant  aux  expressions  des  quantités 

A  amar  —  k  ces  am  x, 
A  am  X  H-  iX:  sin  a  m  x, 
ces  ama:  -i-  «sin  ama;, 

•lonl  nous  venons  de  nous  servir,  nous  nous  bornerons  à  établir 
I  une  d'elles,  la  même  méthode  s'ap[)liquant  aux  autres,  et  c'est  la 
«It'rnière  que  nous  choisirons,  les  précédentes  se  trouvant  dans  les 
Vundanienta,  car  elles  se  tirent  de  l'équation  (5),  paj^e  8(),  en  y 
rliiin«;eant  j>onr  la  première  jr  en  ^^  —  x  et  pour  la  seconde  q  en  —  y. 
\  cet  edet,  soit  pour  un  instant,  comme  pa«;e  i4o, 

/  t:  » 
'i(a')  =  I  —  (•   »^    : 
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l'expression  (|u'il  s'agit  de  démontrer  égale  à 

cos  amor-H  i  sin  ama* 
prendra  cette  forme 

d'où  l'on  voit  qu'on  la  ramènera  déjà  à  avoir  B(x)  pour  dénomi- 
nateur en  multipliant  les  deux  termes  par 

Ao(  — ir-+-«K')^(ar-*-3*K')ç(  — ar-+-5*K')..., 

\  désignant  une  constante.  Faisons  donc 

on  aura  évidemment 

*l>(ar-+-'2K)  =  — *(x), 
et,  en  second  lieu, 

Or  on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  par  des  fonctions  en- 
tières au\  deux  conditions 

*(3rH-2K)     =  — *(x), 

*(a:-+-4tK')  =  *l>(x)e     k  *••"*■  '    \ 
en  prenant 

*(xi  =  CII{>)-f-Gin,(a7), 

de  sorte  (ju'on  peut  poser 


i7C.r 


^^«^  o(— .r-4-  tK')o(a7-h  3/ K')o(  — ar-^  5eK'), 
ç(y  -H  £K')<p(—  .r  -+-  3«K')  ç(ar-h  5«K'). . . 


e(^) 


=  A  cos  amx  -h  «B  sin  ama*, 


en  désignant  par  A  et  B  des  constantes,  ((u'on  déterminera  par 
une  hypothèse  particulière.  Soit  par  exemple  x  =  o  et  x  =  K,  on 
obtiendra  iuiincdialement  A=  i,  B=i,  ce  (|ui  démontre  notre 
formule. 
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A  celte  occasion,  je  remarquerai  que  la  manière  la  plus  géné- 
rale de  salisfaire  par  des  fonctions  entières  aux  conditions 


_Ij;E,.,.^4.-K') 


I  <I>(j'-+-4K)    =  *(>), 

(  «I>(ar-f-4«K')  =  *(a:)c""K 

qui  comprennent  les  précédentes,  est  de  prendre  avec  quatre  con- 
stantes arbitraires 

*(ar)  =  Ae(a?}-t-Bn(a7)-f-Ce,(x)-f-  DII,(ar). 

Cette  expression  qu'on  voit  a  priori  être  solution,  par  les  rela- 
tions de  la  page  16 1,  est  cfTectivement  la  plus  générale;  car,  en 
supposant 

mi'KJr 

ou  plutôt 


la  seconde  de  ces  conditions  conduira  a  poser 

ce  qui  ne  laisse  bien  subsister  que  quatre  constantes  arbitraires 
dans  l'expression  de  ^(x). 

II.  —  Des  séries  précédentes  ordonnées  suivant  les  puissances  de  q. 

Ces  développements  se  sont  oHerts  d'eux-mêmes  dans  ce  qui 
précède;  ainsi,  avant  d'elFecluer  la  sommation  des  progressions 
géométriques,  a-t-on  obtenu  par  exemple  : 

-— -  siii  aiii  =        sinjr     ^q    {\  -\-  q   -r  </'  H-.  . .) 

H- sin3x  v^  (1 -+- 7' -+- <7*  -h...) 
-h  sinSa?  ^7*  (1  -h  ^*  -f-  <7*°-i-. . .  ) 

=       sin-r    y^  /y*"»-*-» 
-+-  bili  3d:  ^  y/(jAKim^\i 
-h  ^i^  5.r  ^  /y*  «/'«*i) 
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OU  hicn,  sous  la  forme  (Tune  somme  doiihlc, 

- —  siii  am  ^ '-  =  V  sin(7|x-+-  i) /<yiîH'H-iHi/«-+-iJ. 

Faisons  donc 

M  re))résenlera  tous  les  nombres  Impairs,  et  le  coefficient  crun 
terme  quelconque  \/^j  dans  la  série,  sera  la  somme  de  toutes  les 
({uanlités  sin(a[jL-t-  i)j7,  où  2[jL-f- 1  est  un  diviseur  de  M.  Kl,  comme 
tout  diviseur  d'un  nombre  impair  est  lui-même  impair,  on  pourra 
écrire  plus  simplement,  en  désignant  j)ar  jjl  un  diviseur  de  M, 

X-K    .  >K.r      \^   /-û  V    • 

D'une  manirre  toute  semblable  on  obtiendra 

M 1  __  pi-l 


cos  am 

À  7: 


-^3—  =  ^^  (—  1)    *     /^  7  ( — i)   *     cos'xx. 


A  l'égard  de  Aamj7,  si  Ton  désigne  par  N  =  2^M  un  uouibre  entier 
(pielconcpie,  :i^  étant  la  |)uissance  la  plus  élevée  du  facteur  'a  (|u'il 
contienne,  de  sorte  que  M  soit  impair,  on  aura 


|X-1 


K     ,          •!  K  .r         I        v^  ,  — —     „  v^  ,  S--— 

—  Aam   =   -  -h  7  (—  I)    2    ^\  ^  (_|,    i    cosièV-Hijxj-, 

OÙ  a  représente  couiine  précédemment  tout  diviseur  du  nondjre 
impair  M.  Il  est  impossible  de  ne  pas  être  frap))é  du  cararlère 
arilluuéti(|ue  de  ces  expressions 


N^  sin  jij 

2'- 

2«- 


UL— 1 

I)    *     cos  ;jix, 
a I 


(»lles  oflrenl  un  exemple  d(*s  fonctions  numcrif/urs  tpii  ont  été  le 
sujet  des  belles  reeluM'cbes  de  M.  Liou>ille.  et  la  manière  siuiple 
dont  elles  sont  anuMiées  par  la  théorie  des  fom^tion»^  ellipti(|ues  peut 
aisément  faire  présumer  le  rôle  dt»  cette  théorie  dans  Tétude  <le> 
propriété>  de>  ncunbres. 
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III.  —    Vérification  des  équations  différentielles  fondamentales, 

Dt}si«;nons  par  m  cl  m*  tous  les  nombres  impairs  positifs  el  né- 
iralifs,  par  lu  leltre  n  tous  les  nombres  entiers  pairs  et  impairs;  en 
|vosânt 

~  âLl     x  —  cj"^    * 
"  2d      I  H-  (J"^'     ' 


on  ;nini 


//K    .           o.Kx       ,, 
sin  nm =  U, 

t:  t: 

—  ces  am =  V . 

71  T. 

K  aKa- 

—  A  am     =  \V  . 

r  T 


Cl 'la  pose,  aux  écpiations 

^  sin  ailler 

d? 
d  C09.  «lin  r 


d \  muT 


dT 
rorrr^ijHiiKlfnt  eelles-ci 


=  cos  ain:î' AaniJ-, 
=  —  sin  am  j^  Aam  j*, 
—  --  /»**  sin  am.r  cos  am.r, 


dx  dx  dx 


«pie  nous  nous  proposons  de  vérifier. 
C^MisitlrTons  pour  cela  les  j)roduits 


\v[j  =  y  -y '- , 

^  (i  —  y'")(i  -i-7*") 

m  4- m' 

Lv  =  y  -^-  — ^ -r  » 
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et  observons  qu'on  a  identîquemenl 

wi'-4-l«  m'4-ln 


m-4-m' 

<L 


En  posant 

m  -+-2/1  =  M, 

m'  -+-  a/i  =  M', 

m  -^  m'  =.  9.N, 

de  sorte  que  M  et  M'  soient  des  nombres  impairs,  et  N  un  entier 
quelconque,  on  pourra  écrire  : 

vw-V  /y^^^'^'V     '  ^^'-"'  \ 


uv 


Ces  expressions  étant  comparées  respectivement  a  y->  j— » 
-7—»  on  reconnaît  qu'il  suffit  pour  démontrer  les  relations  difie- 
reiitielles  d'établir  qu'on  a,  en  supprimant  les  accents  : 


M=..y(_! ï!i^) 

;:+.  qts-mj 


Le  procédé  à  suivre  pour  cela  étant  le  même  dans  les  trois  équa- 
tions, nous  considérerons,  pour  fixer  les  idées,  la  première.  Dis- 
tinguons, à  vH  ('flVt,  les  val(Mirs  positives  des  valeurs  négatives  du 
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nombre  m  ;  les  premières  conduisent  a  l'expression 
qu'en  supposant  M  positif,  nous  écrirons 


d*après  les  identités 


I        __  q'i 


les  secondes,  en  mettant  — m  à  la  place  de  m,  à  celle-ci  : 

Vl-hçr-"*  l4-g"*-»-"»/       -^\H-<7"»  l-f-<7M+'"/' 

de  sorte  qu^il  reste  la  quantité  suivante  : 

Mais,  à  partir  de  m  =  2M+i,  tous  les  termes  de  la  première 
somme  sont  donnés  par  la  seconde  en  signes  contraires  et  dispa- 
raissent. Ainsi  il  ne  subsiste  plus  qu'une  série  finie 

2qtn—U 
l^qm-M' 
m=l 

qur    nous   décomposerons  comme   il   suit,    en   isolant  le   terme 
moyen,  savoir  : 


/n-M  ' 


Or,  en  remplaçant  — — ;^^  apr ^r^i^   '*^  i)rcniière  somme 


#*St 

•   ~^  1    -+-...  -t-  ïi — ;  » 

I  -+-  ^«  I  -h  ^/^  I-f-  yM     1 


I 


liM 
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el  ces  divers  Icnncs,  respecltvemcnl  ajotilL'S  à  cpux  de  la  seconde, 

savoir  ; 


r 


^' 


T 


donneront  autiint  de  fub  i  unité  qii  d  y  a  de  Icnncs,  c  est-i'i-dire 
—^ — ;  joignirnl  à  cela  la  fiaetioti  -  qui  correspond  au  lerme  du 
milieu,  il  vient  en  défini live 


M 


M 


ce  qui  est  bien  le  réstilut  auquel  il  l'ai  lait  parvenir.  Enfin,  si  Ton 
suppose  M  négatif,  on  observera  que  l'expression  que  nous  avons 
considérée  change  de  signe  avec  M,  de  sorte  que 

Xi  \i*f-  (/'"  ~  I  4-i/M~»</  "'"^  \i-h(7'«  ~  H-'/-**-"'/ 

En  effet,  si  l'on  met  dans  le  premier  membre  #?î  h-  M  au  lieu  dé  ni^ 
tni  (ditirndra  identiquement  le  terme  général  de  la  série  du  second 
memlire. 

Ajïres  avoir  ainsi  montré  par  un  exemple  important  de  quelle 
manière  les  nouveaux  développements  peuvent,  comme  ceux  qui 
ont  servi  de  base  a  la  théorie,  conduire  aux  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  elliptiques,  nous  allons  présenter  â  un  fjoinl 
de  vue  plus  général  la  eomjiaraison  entre  les  deux  modes  d'expres- 
sions, en  donnant  sous  forme  de  série  périodique  simple  une  lonc- 
liiui  uuîfornu^  quelconque  à  double  ivériiMlo. 


I 


iV.  —  Dik'vfoppemeftt  en  x^rie  de  si/tus  ei  de  co^ttins 

il' nu*"  fttnciitjn  doublement  périodique. 

Nommons  F  (s)  la  fonction  proposée,  a  et  b  ses  périodes;  voici 

en  premier  lieu  comment  nous  définirons  les  limites  rie  la  variable, 

entre  lesquelles  sera  successivement   représentée  cette   fonction, 

par  un  développement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  qui  mettra 

en  évidence,  par  exemple,   la  période  a.  Observons,  a  cet  effet , 

que  roîLpressidn 

z  =  ni  -h  hu. 
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en  supposant  réels  t  et  //,  peut  représenter  toute  quantité  imagi- 
naire, et  que,  s'il  s'agit  d'obtenir  toutes  les  valeurs  que  peut 
prendre  F(3),  il  suffira,  eu  égard  à  la  double  périodicité,  d'attri- 
buer à  /  et  {£  toutes  les  valeurs  réelles  comprises  entre  zéro  et 
l'unité.   Nous  appliquerons  cette  remarque  aux  racines  de  l'équa- 

lion  =-: —  =  G  dont  dépendent  les  limitations  que  nous  avons  en 

vue,  et  en  suivant  l'ordre  croissant  depuis  zéro  à  l'unité  des  valeurs 
de  tf,  nous  les  désignerons  par  Ç|,  Ça?  •  •  •?  ^ii  ^^  sorte  que  Çi  cor- 
responde à  u  =  w/.  Cela  posé,  soit  u/  une  quantité  comprise  entre  ui 
et  «1^.1  ('),  les  limites  exclues,  l'expression 

F(a/H-6ui) 

ne  pourra  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  /,  et  donnera 
lieu  par  suite  au  développement 

convergent  quelle  que  soit  cette  variable.  Par  conséquent,  si  les 
quantités  Ç/  sont  en  nombre  égal  à  [jl,  l'ensemble  des  \k  séries  sui- 
vantes : 

z  =1  at  -k-  hitj 


représentera  F(z)  pour 


/  riant    quelconque,   //   moindre    que  Tunité,   mais    toutefois  eu 

«•\rliiant  les  quantités 

al  -+-  bui, 

af  -i-  biff. 


at  -h  hu^. 


:  ';  La  (|uanlité  u,  pourra  ùtre  supposée  comprise  non  seulement  cnlrc  i/,  et 
/'-ro.  nMi!4  encore  entre  zéro  et  la  valeur  négative  de  u  la  pluspetitc,  abstraction 
f4itr  (lu  »ign<r. 

II.—  11.  ir> 
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Et  si  Ton  reproduit  pt'riodiqucment  les  mêmes  séries,  en  faisant 
eroîlre  //  depuis  Tunité  jusqu'à  l'infini,  et  décroître  depuis  zéro 
jusque'»  l'infini  négatif,  on  aura  embrassé  toute  Télendue  des 
valeurs  imaginaires  de  l'argument  et  obtenu,  sauf  les  restriclions 
indiquées,  une  représentation  complète  de  la  fonction.  Cela  bien 
compris,  nous  allons  donner  la  détermination  des  quantités  Am- 

Pour  cela  nous   emploierons   la   proposition  fondamentale   du 
calcul  des  résidus,  exprimée  par  l'équation 


Çï(z)dz  =  2«i:A, 


où  le  premier  membre  représente  l'intégrale  d'une  fonction  uni- 
forme f(5),  prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  et  A  la 
somme  des  résidus  de  i{z)  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable, 
qui  correspondent  à  des  points  renfermés  dans  ce  contour.  Cette 
proposition  de  M.  Caucliy,  appliquée  au  cas  où  le  contour  est  un 
parallélogramme  ayant  pour  affixes  de  ses  sommets  les  quantités 

P  -^  Cl, 

p  -\-  tt  -^  b, 

p  -  '^ 

et  pour  écpiations  de  ses  rolés  ces  relations  où  la  variable  croît  de 

zéro  à  Tunité,  savoir  : 

z  —  p  -^  <//, 

-5  —  />  --  a  -^  bl^ 
z  =z  p  -^  b  -r-  a  {\      /  ». 
z  —  p  -\  b{\  —  /  ), 
donnera 

a  I     dp  -^  al  )  (il -h  b  I     f ( p  ^a  -i  bl )  dl 
.1  .1 

—  <7  y    f|/>-^  />  »  <ni  —  n|<//     b  I    f[/>-i-/>(i  —  /)|<y/ -  -^/tta. 


ou  pbis  sinq)lement 

'         .  1  .1 

\*f  j     Up  —  andI       bf     iip   \  a-i- bl  \dl 

I  ti  I    (i/>     h  ■  „n,/i  —  f>  I    r./>-    />n,/t  -  >iT.i. 


THEORIE   DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES.  'IVJ 

D'ailleurs,  el  d'après  la  signification  précédemment  indiquée, 
A  représentera  la  somme  des  résidus  de  f  (s)  pour  toutes  les  ra- 
cines ^  de  Téquation  r—  =  o,  dont  les  valeurs  peuvent  être 
représentées  par  la  formule 

Ç  =  /?  H-  a^  4-  6m, 

en  supposant   /  et  a  compris  entre  zéro   et  Funilé.  Cela    posé, 
IVquation 

donnanl 


'iU. 


nous  appliquerons  la  relation  (i)  en  faisant 

P  =  />'Ji, 

Coin  me  on  a  évidemment 

•*n  posant,  ainsi  que  plus  haut, 
le  premier  membre  de  Téquation  (i)  se  réduira  à 

Quant  au   second,  c'est-à-dire   A  la   somme  de*  résidus  de  la 
fonction 


F(5)^" 


*  „3  — />'J, 


pour  3  =  IJi,  1^2?  .  •  •*  ^11?  nous  supposerons  pour  simplifier  que  ces 
quantités  soient  des  racines  simples  de  Téqualion  prr;  ==  ^>î  alors, 
t'H  désignant  par  R/  la  limite  de  £  V(^i  -j-s)  pour  s  =  o,  on  trouvera 
iiiinK'diatenient 

itnitt' — •*  / ,.        -ÎWI7C—        _^        -2m/7r'"  ,.        —•*mi'n^^\ 

A  =  *'  "    \R|<?  ''-4-R,  ^  ''  -H.  ..H-  HpL<^  "/. 
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On  en  conclut  le  développement  cherché  de  la  fonction  F (3) pour 
z  =at  -\-  brjt  sous  cette  forme 


(5)=  const. 


où  nous  ajoutons  une  constante  arbitraire,  en  supprimant  dans 
chaque  somme  le  terme  qui  correspond  à  /;/ =  o.  Pour  ce  cas 
efTectivement  Tcquation 

ne  peut,  comme  on  le  voit,  délerminer  AJ,'',  et  donne  seulement 

A  =  o,  c'est-à-dire 

Ri-+-R,-h...-+-Ra=o. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  faisons  de  suite  une  application  de 
la  formule  générale  que  nous  venons  d'obtenir  en  supposant 
F(5)  =  sinams.  Soit  alors 

on  aura 

Ki  -h  liinîsin  am(eK'-+-£)  =  j  n 
_     *^' 

et,  par  suite, 

fin          ....                         iTZ          ..■.     ^..  1 
Y^^     3K                          \7r     ^■^  I 

X  ~. 7  .:; I  -^  const. 

=  —rr    y  e    "^^  -^^ [1  —  (—1  >'"-+- const. 

x  A  K  ^  I  —  y   '"  ^ 

On  voit  qu'on  peut  no  conserver  que  les  valeurs  impaires  de  ///, 
de  sorte  quVn  supposant  nulle  la  constante,  on  trouvera  immédia- 
tement 

sin  a  m —  >  c"*^^-^  -^^ —  » 

-  T.  4^  I  —  </'» 

cest-à-dire  pour  le  second  membre  la  série  désignée  par  U, 
pa«:e  lu. 

Revenons  aux  eonsidéraliou^  générales,  et  surtout  à  la  compa- 
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nÎ!»on  des  deux  dévcloppeiiieiils  qui  correspondent  d  z  =  at-\-  b\Jt 
ei  z  =at-\-  b\j2'  Les  résidus,  dans  le  premier  cas,  se  rapportent 
aux  valeurs  Ç|,  Çt»  •  • -i  ^|i';  or  en  passant  à  Tintervalle  suivant, 
défini  par  la  relation  z=:  at'\-  bij^,  on  sera  conduit  à  la  série  ^2^ 

îi ,  IJj4,  JJi -h  6,   et  comme  les  résidus  de  F(z)  relatifs  à  Ç|, 

IJ,  H-  6  seront  les  mêmes,  les  deux  développements  seront,  avec 
l'expression  des  termes  constants, 

I  .  îw  — (5-;.) 

^     in         y 
a        V^     I  —  q-*"* 


Ce  sont  donc  les  termes  constants  que  nous  avons  à  comparer. 
Nous  nous  ser\  irons  pour  cela  de  Téquation  déjà  employée,  en  y 
remplaçant  la  période  b  par  une  quantité  arbitraire  p,  savoir  : 

—  al    F(/?-+-  ^-^atjdt—^  Ç  F(/?-+-  ^t)dt^  litzik. 

Si  nous  supposons  p=i  b\j^  et  /?  -h  fi  =  fcua,  A  se  réduira  au  seul 
ré>idii  de  F(w)  qui  correspond  à  ^  =  !J,,  et  Ton  aura  immédiate- 
ment, en  divisant  par  a^  la  relation 

f  F(at-^bji)dl—  f  F{ae-^ljut)dt=  ^^  R,. 

.Nous  pouvons  donc  ramener  les  deux  développements  à  ne  conte- 
nir absolument  que  les  mêmes  éléments  analytiques,  de  sorte  <|ue, 
le  premier  étant 


a  Jmd      1  —  42 


-îiî«.;2 

d  T— V^'"      '" 

■'     '«1/.     ) 

tin  —  i:->;a» 

Lé   1-.1  «'"  ' 
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le  second,  en  réunissant  les  termes  en  Rj,  s'écrira  ainsi 


€1      '^-^d     I  —  q 


De  là  se  lire  une  conséquence  importante  et  qui  justifiera  ce  que 
nous  avons  annoncé  plus  haut,  sur  le  rôle  de  la  fonction  de  seconde 
espèce. 

Remarquons,  en  effet,  que  les  diverses  séries  affeclées  des  fac- 
teurs R|,  Rj,  . . .  proviennent  de  ce  seul  développement 


2t^ 


en  y  remplaçant  ;;  par  z  —  !^i,  ^  —  Ço,  . . .,  et  z  —  Ç|  —  b  dans  le 
second  cas.  Or,  en  mettant  z  —  -  au  lieu  de  z^  ce  développement 
prend  la  forme 


qui  nous  rappelle  immédiatement  une  expression  analytique  bien 
connue.  Soit,  en  effet, 

d'où 

Q  =  '/, 
on  aura 


(  z)  __  it:  y^  f/   '"  e      ^    _   '•'^  V^  7'"  niT: 

TT)  ""  K*  ^    i^^<y~^'«^  ~  "k"  ^,n  I  —  7*'"  *'"      K 


H7  5) 


Nous  pourrons,  par  conséquent,  écrire,  pour  5  =  «/  -H  tU|, 

el,  pour  w  =  rt/  4-  />î>2, 

F(.  -  .K')  =  C -^  R.  r*îllll|i^l^^  -  ij:  I 
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Ce*l  en  ce  moment  que  se  manifeste  loule  Timportance  tic  la  pro- 
priété caractéristique  de  la  fonction  de  seconde  espèce  relative- 
ment à  la  double  périodicité.  Eflcctivement,  les  relations 

(   Z(jr-H.2K     )=Z(X)H-2J, 
\   Z(x-f-'2tK')=Z(^)H-2«J' 

êi|uivalent  à  celles-ci  : 


I 


d'où  l'on  voit  que  l'on  peut  ramener  à  une  seule  les  deux  formules 
de  développement,  par  l'introduction  de  la  transcendante,  puisque 

la  quantité  -— J .-^^-r:  —  -ir  se  réduit  a  —- J^  • 

De  là  résulte  une  relation  analytique  générale  subsistant  dans 
toute  rétendue  des  valeurs  de  l'argument,  et  dont  la  forme  défi- 
nitive, en  passant  de  V(z  —  iK.')  à  F(^),  s'obtiendra  comme  il 
suit  : 

Kappelons  d'abord  que  l'on  a 

e{x-h  £K')  =  iU{x)e' ^'^'''^'^\ 
duii,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 

67 .r-^  iW)  _  U'(jr)  __  ij: 
Il  s'ensuit  qu'en  mettant  3  -j-  ^  K'  à  la  place  de  v,  on  obtiendra 

<l  plus  siinp]cmenl,  puisquo  la  somme  des  résidus  esl  nulle, 
iJans  le  ras  enfin  où  ÎJ,  au  lieu  d'être  une  racine  simple  de  l'équa- 
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lion  pT^ — î  ^^  ^'  serait  racine  multiple  d'ordre  /i,  ce  qui  donnerait 
lieu  à  la  relation 

E«  F(Ç  -h  e)  =  A  -+-  Be  -+-. .  .-f-  Qe'»-* -h  R £«->-+-. . ., 

le  seul  terme  II . .  "  _  ^  devrait  être  remplacé  dans  la  formule  par 
l'ensemble 

ir(;g-0        d  nv{z-XM  (-iy*-«B  dn't\\V{z^r^y{ 

H(4î-î:)       ^^«LH(-  — OJ  i.2-.'»-2    dz    LH(5-Ç)J 

"*"  1.2. ../i-i     dz    [h(z  -Ç)J* 

V.  —  Proposition  de  M,  Liouville, 

Nous  fonderons  la  démonstration  sur  la  formule  précédente,  en 
y  supposant 

F(5)=    }^, 

^{z)  étant  une  fonction  doublement  périodique  uniforme  dont  les 
périodes  seront,  comme  plus  haut,  2K  et  21K'.  Alors  les  racines  Ç 
comprendront  les  solutions  des  équations 

{       I 


^{z) 


=  Pr 


Nous  dési^^nerons  les  premières  par  s  et  les  secondes  par  JJ',  en 
admettant  toujours  qu'elles  soient  représentées  par  la  formule 

p  -Jr'lK(  -\-  -21  K' M, 

t  et  u  restant  compris  entre  zéro  et  Tunité.  A  l'égard  des  résidus 

(le       ^    )  on  sait  qu  ils  sont  ejj^aux  a  -|-  i  ou  a  —  i  suivant  qu  ils 

se  rapportent  aux  cpiantités  ^  ou  ^',  et,  comme  leur  somme  est 
nulle,  on  est  amené  à  la  coiisétpionce  remarquable  que  ces  quan- 
tités ^  et  Ç'  sont  précisémeul  eu  même  nombre. 
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Cela  posé,  el  en  désignant  ce  nombre  par  /i,  on  aura 

4»(^>  ~  "^"^  u  (5  -  Cl)  ■*"  H  (-5-  ;,)    ••  -^  Il  (i:  -!;„■) 

d'où  Ton  lire,  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire, 

expression  qui  doit  avoir  les  quantités  aK  et  a/R'  pour  périodes. 
Or,  en  faisant  usage  des  relations 

H(jr-+.2K)     =  — H(jr), 

U(x  -4-  2*  K')  =  -  H(^)  e~~^''"^'^\ 

el  reprcscnlanl  la  somme  des  racines  Ç  par  SÇ,  la  somme  des  ra- 
cines s'  par  S  s',  on  trouvera 


(le  sorte  qu^il  faut  poser 


î/KC-+-i^v;_(îEv.. 


•*l  ces  conditions  donnent,  en  désignant  par  a  et  |3  des  nombres 
entiers  arbitraires, 

el,  en  second  lieu, 

s;  — Sî;'  =  2aK-f-2piK'. 

On  observera  combien  est  digne  de  remarque  cette  relation  dont 
la  décou\erte  appartient  à  M.  Lioiivillc,  entre  les  racines  des  équa- 
tions 

(   ^(Z)  =  o, 

<       I 
quant  aux  nombres  entiers  a  et  [i  qui  y  figurent,  j'ajouterai  seule- 
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meut  qu'ils  se  raltaclieut  îmincdiatcinent  à  la  fonction  ^{z)  clle- 
inènic  [>ar  Téquation 

Voici  maintenant  les  conséquences  qui  en  résultent.  Ayant 
on  en  tire 

ce  qu'on  peut  écrire 

Remplaçant  donc  le  facteur  exponentiel 

<pii  n^ure  dans  lVx|)ression  de  ^^(^),  par  ce  rapport  de  fonctions  H, 

et  posant 

(— i)»-^-?<7?'A  =  û, 

11  viendra 


<I>(5)  =  a 


[\^z-\\)\\^z^:,\)..AUz-^^-') 


Or  on  reconnaît  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  ^{z)  les 
expressions  cpie  nous  avons  déjà  employées  en  démontrant  le  théo- 
rème dWhel  sur  Faddilion  des  ar<;uments.  Si  le  nombre  n  est  im- 
.  pair  par  exemple,  l'expression 

H(c     -r,)ll(;;-r^)...H(;;-^v;) 

est  celle  (pii  a  et»'  considérée  paf;e  iH^,  et  qui  s'exprime  ainsi 

tir 

'i(  3)  ~  V{.r^  )_h  — -  .rF,(.r«), 
<iz 

V{x)  et  F,(./')  dési^uaut  des  polynômes  de  degrés  — ; —  et  — ; — -» 
<i  X  pouvant  être  pris  éj;al  à  >inamr,  eosamc,  ou  Aam^.  Dans 
le  cas  de  n  pair,  elU?  coiuride  aNce  la  fonction  désignée  page  i8{. 
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par  ?i(jr),  el  l'on  a  alors,  en  désignant  par  F(jr)  et  f(j^)  deux  |h»- 
Ivnomes  entiers  en  x  respectivement  des  degrés  -  el  — ;- — > 

li(^-~;.)H(\;-^!:,)...H(3-^v;) 

=  sin  am^F(sin'  am^)  h ^^ f(sin'  amc). 

On  voit  donc  que  4>(5)  esl  donné  par  le  quotient  de  deux  expres- 
sions de  cette  nature,  et  c'est  précisément  dans  la  réduction  de  la 
fonction  doublement  périodique  à  sin  am^  et  à  sa  dérivée  que  con- 
siste la  proposition  que  nous  avons  en  vue  d'établir. 

(..a  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  reposant  en  en- 
tier sur  l'expression  générale  d'une  fonction  doublement  pério- 
dique F(j?),  que  nous  avons  précédemment  obtenue,  savoir  : 


F«j-)  =  C-4-  R, 


nciu>  indiquerons  encore  un  mojen  d'y  parvenir  immédiatement, 
pn  partant  de  Téquation 

a   1     Ç(p-i-ai)fft  -hù  I    {{p-\-a-\'bl)dt 

•    0  «0 


'  €1 

'0 


Soient,  roinuie  plus  liant, 

a  —  -iK,        h  —  il  K', 
••l  prenons 

I*ar  la  définition  seule  de  la  fonction  !!(:?)»  ou  a 

H(5-f-7.K)     -   il(^)' 
J  n  (^  —  xîK  )       __  H  (J)       /j: 
(  H(^  — 2IK')  ~       11(3)  "^   K' 

^•1  il  m  résulta* 

f(  j  -h  'ji K)     —  f  (  c;, 

{{z-\-  'iiW\  =  f(4;j-t-  ~  F(-), 
K 
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de  sorte  que  réquation  précédente  se  réduit  à 
f  F(p-hàKt)c/t  =  —  ^, 

Or  les  divers  résidus  qui  entrent  dans  A  se  rapportent  d'une  part 
à  5  =  Çi,  ^2}  "",  ÇjjLî  et  de  Taulre  à  :;  =  ^;  les  premiers,  s'ils  cor- 
respondent, comme  nous  l'avons  supposé,  à  des  racines  simples, 
donnent  pour  somme 

et  le  résidu  relatif  à  3  =  ^,  racine  simple  de  H(x  —  ^)  =  «?  !»<-'ni 
évidemment  —  F(x).  L'expression  de  A  qui  suit  de  là  donne  im- 
médiatement la  relation 

J'ajouterai  encore  une  remarque  sur  cette  formule  que  j'écri- 
rai, pour  abréger,  comme  il  suit  : 

En  employant  le  théorème  relatif  à  l'addition  des  arguments  dans 
la  fonction  de  seconde  espèce  (*),  on  trouvera  aisément  la  relation 

w'ix-:;)     \V(x)     n'o 

-., =  n t; — 5 rotang  aniar  Aainar 


^ill  uni  ^  ^il1  uiiK  .r  —  J) 


^'  (  x) 
(')  C'est  la  quantité  -7 r  qui  cnli-o  tians  Z(j:),  mais  un  peut  lui  substituer 

'  H {X)    *  ' 

7;— — -  ♦  à  1  aide  de  la  relation  sin  ani  x  —  — ^  -r ï  qui  donne,  en  prenant  les 

Il  {X)  ^  ^.   ^(X)      *  ^ 

dérivées  logarillimiqucs  dos  doux  membres. 


ir.>)      H'(x) 

— ,       ^   =  eolans  aina*  Aamx. 

Il  M")         H^J*) 
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d'où  résuUc  en  substituant  dans  l'expression  de  F(x),  et  ayant 
égard  à  la  condition 

celle  nouvelle  formule 

F(:r)  =  C-yR2^j-*-y-. "^!"'""f        ,. 

ou  bien 

F(a?)  =  consl.  -+-  >   -: ,=—, ; - 

.^d  sm  am^  sm  ain(â7  —  \) 

Cesl  donc  encore  la  réduction  de  la  fonction  à  double  période  à 
sinamjr  cl  à  sa  dérivée;  mais  la  méthode  plus  rapide  qui  nous  j 
conduit  ne  donne  pas,  comme  la  précédente,  la  relation  impor- 
tante, et  que  nous  avons  dû  tenir  à  ne  pas  omettre,  savoir  : 

s;  — 2;'=2(aK-hPiK'). 

Celle  nouvelle  formule  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  la 

seule  condition 

2R  =  o, 

comme  nous  allons  encore  le  faire  voir. 
Considérez  en  effet  la  fonction 


sm  aiii^  siii  nin(  j*  —  z) 


dont  les  périodes  seront  2Ket  2/K'.  La  somme  de  ses  résidus 
comprendra  d'une  part  ceux,  qui  se  rapportent  aux  racines  de  l'é- 
quation 


c'esl-à-dirc 


K 


^  siii  amÇ  sin  ^x\\{x  —  X^)^ 
el  puis  les  résidus  relatifs  aux  deux  équations 


sin  Aiwz  =  0, 
sin  am(a?  —  5)  =  o. 


(^)r.  dans  rinlervalie  des  périodes  •>. K.  et  2/K',  on  n'aura  d'autres 
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Iransformation  des  fondions  elliptiques,  qu'en  supposant  J^  =  i 
et  X  seule  variable,  et  faisant,  pour  abréger, 

A(J')  =  I^—    J/, 

on  aura 

dz  --      dx 

=  M 


z  étant  lié  k  x  par  cette  relation  du  troisième  degré 

&T»  -4-  ScT»  -f-  My'x  H-  g' 
""       rtJT^  -h  '^bx^  H-  3cj?  H-  b'  ' 

et  M  désignant  une  constante. 

»  C'est  donc  la  transformation  du  troisième  ordre  qui  s'offre 
comme  conséquence  de  la  théorie  algébrique  des  formes  biquadra- 
tiques. 

»  Paris,  mai  1861.  » 


SUR 

LES  THÉORÈMES  DE  M.  KRONECKER 

RELATIFS  AUX  FORMES  QUADRATIQUES. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LV,   iSCy>.  (Il),  p.  ii-85 
cl  Journal  de  Liouville,  l.  \\  (9/  série),  iHfil,  p.  i45. 


\jk  théorie  des  fonctions  elliptiques  présente  deux  points  prin- 
cipaux où  elle  vient  se  lier  à  T Arithmétique  et  spécialement  à  la 
ihéoric  des  formes  quadratiques  u  deux  indéterminées  de  détermi- 
nanl  négatif.  L'un  s'offre  lorsqu'on  développe  en  séries  simples  de 
>inus  et  de  cosinus  des  quotients  de  fonctions  B,   et  ne  suppose 
que  les  considérations  les  plus  élémentaires  de  la  théorie;  l'autre 
lient  H  l'étude  beaucoup  plus  profonde  et  difficile  de  ces  équations 
nlj^éhriques  à  coefficients  enti(îrs  dont  dépendent  les  modules  qui 
donnent  lieu  à  la  multiplication  complexe.  Si  différents  et  éloignés 
que  soient  ces  deux  points  de  vue,  ils  présentent   néanmoins   un 
cnsenilde  de  résultats  communs  :  nous  voulons  parler  des  déter- 
ininations  nouvelles  du  nombre  des  classes  de  uiéme  déterminant 
décou\rrtes  par  M.   Kroneckor,  rt  (pii,  à  Www  juste  titn^,  ont  ai- 
tiré  Taltenlion  des  géomètres.  Dans  une  J^ettre  (*ommiini(|uée  par 
M.  Liouville  à  l'Académie  rann<;e  dernière,  j'ai  rapidement  in<li- 
qiié  de  quelle  manière  ces  résultats  pouvaient  s'établir  par  la  con- 
sidération élémentaire  du  dével<)p|)ement  en  série  de  sinus  et  de 
rosiniis.  C'est  sur  cette  méthode  (pie  \v.   me   propose   de  revenir 
pour  en  faire  une  étude  plus  eomph'He,  eu  nneu.v  fixer  h*  carac- 
l#*n*  «•!  Ie>  Ijuiiles,  et  surtout  approfoudii-  la  nalur(*  dc.s  nouveaux 
II.    -  II.  I  • 
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élôinenls  arithmétiques  qu'elle  met  en  jeu  et  qui  lui  semblent 
propres.  Elle  repose  essentiellement  sur  l'emploi  des  expressions 
en  srries  de  deux  systèmes  différents  de  fonctions  qu'il  est  néces- 
saiiv  de  donner  avant  d'en  exposer  le  principe. 


Le  pivmiiM*  de  ces  systèmes  est,  à  quelques  exceptions  près, 
ronsemide  ties  fonctions  doublement  périodiques  considérées  par 
Jaoobi  dans  le  v5  39  des  Fun  lamenta.  En  écrivant,  pour  abréger, 

e,    e„     II,    II, 
au  Heu  do 

il 

«ui  lieu  de 

0(0),     e,(o),     H,(o), 

de  Horte  i|u\ui  ait 

^  t =-  I     -  Itj  -T-  -4^^  —  Xq^  H-  2^*«  —  27'*  -H.  .  ., 


r     I  -+-  i  y  -r-  -i  Y*  -f-  7  ^»  -f-  27»«  -h  2  y"  -+- . 


I.            I  ^            .   i  \</-r-  i\  7»-+-2\  </"-f-  A\  Y*»-i-..., 

)r  lo^  piv^ruierai  «;roupêes  de  la  manière  suivante  : 

n  I  v'»/ '-in  r         4  V^^' î^i"  ^•'*        Ji  \/q*  *^'ii\5t 

'             '•  '  H  >       7                  I  —  y'                   1—7* 

H  I             i«/>in«r        4<7'î^»"3j"        4<7*sin5.r 

J  i.l»,   .,  .  -  -     r-   -' h    -^ r r-  -^ : \ 

'   '  M  ^nw           i  —  7               l  —  7^                1  —  7* 

Ml  i  \  7  coN^        4  \'7^  «'^^^  >•'*         iv^t^^î^^J" 

•    '    H  1—7                    1  —  7-                     1  —  7* 

H|  I             i7C«»*r         î7'*cos'>x        47*cosVr 

^                 Ui  *'*'>-^          »  — '/             *  —  V                1  —  7'» 
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II  |/<7siii:r        .^^^ffiïn'ix        4/y*sin5.r 

5 .  tJ)  — -  = — h : h .  .  . , 

'    «1  »-i-7  i-f-7'  i-hy» 

*     H  ""    sinj^  1-T-7  n- 7^  I -f- 7*  '"' 

IIi  4  /y  cosj»        4  /y'  cos  3  j-        4  V^7*  cos  i.r 

'     e  l-^  q  l-h  y^  14-7* 

0  I  47C«sj:        47' cos 3 X        47*co<;î.r 

IIi  cosa;  I -T- 7  I  M- 7'  I -t- 7* 

o  nn    ^»  -  .  _^  47<'»^'^^  _^  47*<'oSiy       47'<'^>»<>^  _^ 

0  1-+-7*  I  -f-7^  i-i-7*  ' 


10. 

a. 

12. 


0  iq  cofi'À.T        47' cos  4^        4  7' cos  fi  jr 

U0|  -—  =1  — 1 r -—  -f-.  . 

Bi  I  -t-7*  i-f-  7^  I  -+-  7*» 

-,.    IIi  47*siii'>.j?        47^-*in4^        .ig^s\nG.v 

66,  -77  =  eut jr  —  ^-^ ^^ J ^ r-  • 

II  1-H7*  14-7^  i-f-7'* 

.-     H  47*sin'Jt.r       ,\q^^\n\jr       ^««sinfij^ 

II,  ^  I -T- 7*  I -+- 7*  1-H7'» 


13  6*  ^'"'  =  cola:  —  ^^^'"'^^  _  '17'^''"4j'  _  47' ^'"<'^ 

0lf  I  -+-  7  I  -f-7*  I  -f-7' 

-.611  4  7*111 2  j"       47' si  11  i.r       Aq^s\nV>3T 

0,11,  H-7  I-T-7*  I-i-7-* 


*.•  ^n,  47Sin>..r        47*î*»»4^        47'î*i"G^ 

*  0,11  I  —  7  1-I-7*  1  —  7* 

/v^i'ï  4qs'in'A.r       47*sin4j'       47'»siiH*).r 


011,  °  1  —  7  i-f-7*  1  —  7*  ' 

.1111,         8<7siii-;>.r        Hv'sinfijr        87*siiiioj" 

17  T  *    -  =     — 1 - "+-    -+- 

"'•       ^'    e0,         1-7*    ^    i-7'i  i-7t«    ^•••' 

00,  I  87*siiijiJ^      87«siiiGj7      87'®siiiiou7 

10.  r'   ,,,-  =  -: 1 ; 1 1 r- h.... 

IIIIi         siixxcorîM  I  —  7*  ï  —  q^  I  — 7'o 

Je  joindrai  en  outre  à  ces  lornuiles  celles  (jui  concernent  la  fonc- 
tion seconde  espèce,  savoir  : 

0'  _47siii/J'        47*siii4«r        .\  q^  ?>\\\i\  x 

'II  I  —  7*  1  —  7»  I  —  7« 

^j  ^j^  0^  ^  \q^\\\xx  _^  Î7**'"  i-^  _^  47^*'"<'>'^'  _^ 

*  0,  1  —  7*  1  —  7^  I  —  7''  "  * ' 

<W  fiî  "'l  -^,;,n-^  Î7*^'"^'-  \q*>M\\T  \q^^\xx\:^r 
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Le  second  système  comprend  le  développement  en  série  de  quo- 
tients dont  le  dénominateur  est  Tune  des  fonctions  6,  le  numéra- 
teur le  produit  de  deux  autres  et  qui,  par  suite,  ne  représentent 
plus  de  fonctions  doublement  périodiques.  En  supposant  diflTérents 
l'un  de  l'autre  les  facteurs  du  numérateur  et  posant,  pour  abréger. 


on  a  ce  |)reniier  groupe  de  fonctions,  savoir  : 
1.         7)l^=24sin2ina:7«'5V«, 


IIII, 


2.         r,  -^  '-  =2  4sin2/ix(— iy'-ïy«'5l„, 


HH  I  V^  lin-i-V* 

i.  Ti    -^    = H-  N     4c0S('^./H-l)  X(— 1)«<7       *        J3l„, 

ill  COSJ7  ^  /       V  /      /  «» 

n  —  1 

ri.        Oi  -.p  =tangx-î-V  ■2sinjnaT(~i)'»-iy'»«ÎJ„, 

n-i 

(k       0|  - -pi-  =cola7-^^  -2  sin '2/1^ y «' îî„, 
/i  -1 

7.  0,   -^   =^  2Sill(-2/l-h  0^<7       *        ^a+U 

n—Q 

W        0 

IL         0    -rr-    —  laiiïîJ' — \    -2  sin'2/ir7'*' Cl, 
il,  ""  ^^  J         "y 

/i-i 


n      0 


Sl'll    LES    TIIÈOUÙMF.S    DR    M.    KRONRCKRR,    ETC.  245 

Si  Ton  suppose  ensuite  que  les  deux  facteurs  du  numérateur 
soient  égaux,  on  a  un  second  groupe  de  douze  fonctions  où  figurent 
les  expressions  suivantes.  Posons 


Z  =       /j  cos2.r<7  Vy    *y 


7    V 


U  =  -: 4  sini-r^^  \<1   ^) 

SillJT  '         ' 

?•>./      -i  .«A 

-H  4  sin  'ixq  *  l  y    *  —  q    */ 

—     sinj^Y  *  V7    *  — <7   *-4-r/    *; 

Kn  désignant  par  Z,  et  U,  ce  que  deviennent  Z  et  U  lorsqu'on 

met  -  —  X  au  lieu  de  x.  on  aura 
•i  ' 

l'i.         T.o,  !1^=     Ae  -oz, 
u.        V^i-^^  =     AU  -+-0L, 
i:;.         T,o,  y»  =     Ae.  -oz„ 

IG.  V)i^=       AU,  -H  OU,, 

17.         r,o  -*-  =     ne,  -4-o,z„ 

IS.  /.O   ^  =  — RU    -^0,U, 

10.         ri)  î Li  =     ne  -f-o,z, 
e 

iO.  r/i    1^  =-BH,  -f-0,U,, 

il.  00,  -^î-  =       Ch    -t-t,Z, 

H 

^i.  00,  lil  =  — Cil    -f-T,U, 

2:r         00,  ^-  =     Ce,  n-r.z,, 

t  £1  lit 


« 


2}.         00,  |{î  =  -r,ii,  H-T.i;,. 
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I^cs  quanti  les  A,  B,  C  sont  des  constantes,  savoir  : 


1 


A  =      Z   (o)  =  i^^nq^'*, 

n  =  ~z,(o)=  î^^— •>  *  ««7'"» 

C=      U,(o)=i-+-42<-0'o«7'". 

Dans  ces  formules  m  est  pair  et  n  ^  3  (niod/f),  les  coerficieuls 
f^H}  c,n  désignant  les  fonctions  numériques  déiinies  parées  égalités 

il    -I  rf  — !  d  —  \ 

où  d  représente  tous  les  diviseurs  impairs  de  n  et  de  m  inférieurs 
à  leurs  conjugués  et  rf'  les  diviseurs  impairs  de  m  plus  grands  que 
leurs  conjugués.  On  a  d'ailleurs,  en  faisîint  j:  =  o  dans  les  équa- 
tions 13,  16,  20,  ces  relations  dont  nous  ferons  usage  plus  tard  : 

r,3  =  AO,— BO, 
1?  =  Ar,  -+-Ce, 
CO,. 


f  0'  =  Bt, 


Voici  maintenant  de  quelle  manière  les  deux  systèmes  de  fonc- 
tions conduisent  à  la  considération  des  formes  quadratiques  à  deux 


indéterminées  de  déterminant  négatif. 


11. 


Ayant,  a  cet  (îU'el,  distingué  (juatre  espèces  de  développements 
en  série,  suivant  qu'ils  se  composent  de  termes  en 

si  n  (  •>>.  /i  -f- 1  )  x^        cos  (  j»  /i  -4- 1  )  j-,         si  n  i  nx,        cos  2  nr, 

nous  multiplierons  entre  elles  toutes  les  fonctions  du  premier  et 
du  second  système  qui  appartiennent  à  la  même  espèce,  de  ma- 
nière (pie  les  produits  obtenus  ne  comprennent  que  des  termes  en 
Lo^'inx.  Kn  intégrant  ces  produits  entre  les  limites  zéro  et  -  ou 
donnera  naissance   à  autant  d'expressions  fonctions  de   la  seule 

(piantilé  q,  où  le  coeflicient  d'un  terme  (|uelconque  q^  ou  q^  dé- 
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^•i: 


pendra  d^une  certaine  manière  du  nombre  des  classes  qiiadraliqucs 
de  déterminant  —  A.  Tel  est  donc  le  procédé  analyli(|iie  très  simple 
qui,  en  établissant  an  lien  entre  les  formes  quadratiques  de  détermi- 
nant négatif  et  les  transcendantes  elliptiques,  conduit  à  l'ensemble 
de  résultats  que  nous  allons  passer  en  revue.  Ces  résultats  d'ail- 
leurs se  classent  naturellement  d'après  les  intégrales  définies  de 
fonctions  0,  d'où  ils  sont  tirés.  Ainsi,  en  premier  lieu,  s'oiVrent 
les  combinaisons  obtenues  en  multipliant  respectivement  les  équa- 
tions 15,  18,  1,  S,  11  du  premier  sjstèmc  avec  les  équations  5,  1, 
3,7,  S  du  second,  et  où  l'intégration  s'elVectue  d'elle-même,  savoir: 


<A> 


(15,3) 
(18,  1) 

(2,    7) 
!  (11,  ^) 


e  <ijr=  -  0], 

•2       * 


e,r/j"=  -  r^ 


"  r 

*  0 


,00? 


'/ 


ki^dT=  -00». 
•2 


A0„ 


<\\i 


/«  II»  r. 


0»0,-"'-^/r=  -  co, 


m,->-(lx=  '-'■  i\r,. 


Klle»  sont,  comme  on  voit,  essentiellement  distinctes,  et  toutes  les 
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autres  de  forme  analytique  semblable  qu'on  pourrait  obtenir  re- 
produiraient, en  changeant  suivant  les  cas  le  signe  de  y,  les  mêmes 
fonctions. 


m. 


Legendre,  comme  on  sait,  a  le  premier  découvert  par  induction 
que  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  trois  carrés  dé- 
pendait d'une  manière  simple  du  nombre  des  classes  quadratiques 
ayant  pour  déterminant  ce  même  entier  changé  de  signe,  et  Gauss 
a  démontré  ensuite  ce  résultat  important  dans  ses  Recherches 
arithmétiques,  M.  Kronecker  a  remarqué  qu'on  y  est  également 
amené  parla  théorie  des  fonctions  elliptiques;  mais  la  méthode  du 
savant  géomètre  suppose,  à  son  point  de  départ,  et  d'une  manière 
essentielle,  autant  que  je  puis  en  juger,  la  notion  arithmétique  de 
classe,  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  dans  la  voie  que  j'ai 
suivie.  Si  l'on  ne  distingue  pas  les  représentations  propres  et  im- 
propres, il  suffira,  en  elîet,  de  la  définition  seule  du  système  des 
formes  réduites  pour  un  déterminant  donné;  de  sorte  que  ce  théo- 
rème, dans  l'enchaînement  naturel  des  propositions  de  l'Arithmé- 
tique, pourra  être  placé  dès  le  commencement  et  à  côté  des  résul- 
tats qu*a  obtenus  Jacobi  sur  la  décomposition  en  quatre  carrés. 
Pour  justifier  celte  observation,  je  présenterai  en  détail  ce  qui 
concerne  la  formation  du  cube  de  la  fonction 

0,  =  I  -h  9.<7  -+-  2<7*  -H  2<7'-f-  -Jtyïfi  -h. . ., 

afin  aussi  de  pouvoir  me  borner  à  Tégard  des  autres  quantités  r,', 
6,r,2,  ...,  contenues  dans  les  formules  (\),  à  donner  seulement  les 
résultats. 

Considérons,  à  cet  effet,  les  séries  lo  et  o  du  premier  et  du  se- 
cond système,  dont  il  faut  efVectuer  le  produit,  savoir  : 

^^  ^\\\  Î7sin2x         \q^^\ï\\X        \q^?^\t\CiX 

OJ   i       =   col  J"  -h    -' ^-^ r' r    ^ .  .  . 


V^  \(l"  sin>. /i.r 

^mà  !-+-(,— y/* 
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ei,  en  fuisant  comme  précédemment, 

Oi  -*—  =  tangj?  -H  ^  (—  i)'*""'2y'»'J5,i  sin 2 /iwT. 

Ce  produit  devant  être  ensuite  intégré  entre  les  limites  o  et  7, 
nous  ferons  usage  de  ces  formules,  qu'il  est  aisé  d'obtenir, 

/        colxsxn'inx  ax  =      > 

j     tangxsin2/ia:rfj7  =  ( — !)«-*-• 
On  trouvera  de  cette  manière,  après  avoir  suppriiné  le  facteur  f  > 

n  =  l  /i  =  l  n  =  l 

Les  deux  premières  séries  qui  se  présentent  dans  cette  expres- 
sion se  développent  sans  difficulté  suivant  les  puissances  de  q.  En 
désignant  par  m  un  nombre  impair  quelconque,  par  o(/;i)  le  nombre 
de  ses  diviseurs,  on  trouvera 

■^^(^-'i)?(fn)q^-^-^^^^, 

l'exposant  t  prenant  la  série  des  valeurs  i,  2,  3,  etc. 

Pour  la  troisième,  en  remplaçant  d'abord par  le  dévc- 

loppement  2^""  i)«f"+')^«//^  elle  devient 

a  =  0 

re  qui    met  en  évidence  dans  l'exposant  q  le  déterminant  d'une 
forme  r|uadratiquc  (A,  B,  C),  en  posant 

A  ~  /i,  Ij  =   />,  (]  ;^  /<  -f-  I  -7-  a. 
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Laissant  de  colë  pour  un  instanl  le  facteur  ( —  |)«(«+i)^  dont  nous 
nous  occuperons  plus  tard,  observons  que  b  doit  recevoir  les  va- 
leurs 

o,     ±1,     ±1'?.,     ...»     ih(n  — I); 

de  sorte  que  cette  forme  sera  réduite,  si  l'on  s'arrête  à  la  limite 

±: (  —  j>  c'est-à-dire,  pour  plus  de  précision,  —  (: i  )  lorsque  n 

sera  pair,  et  ±  y — ; — \  lorsque  n  sera  impair.  Ce  premier  groupe 

de  valeurs,  si  l'on  fait 

n'  -i-  n  -h  f//i  —  6'  =  A, 

donnera,  et  une  seule  fois,  toutes  les  formes  réduites  de  détermi- 
nant —  A,  en  exceptant  les  formes  ambiguës  (A,  B,  C)  ou  2B  =  A 
et  G  =  A,  et  parmi  les  formes  (  A,  o,  C),  le  seul  cas  de  A  =  C,  qui 
se  présente  quand  A  est  un  carré.  Dans  ces  divers  cas,  en  clFet,  on 
serait  conduit  pour  le  nombre  a  à  une  valeur  négative. 

Considérons  ensuite  la  seconde  série  <les  valeurs  de  6,  savoir  : 

±:6=-,      — hi,      ...,       n  —  I, 
lorsque  n  est  pair,  et 

±:  6  =  — ; —  f      — ; —  -+- 1 ,      . . . ,      n  —  I  , 

lorscpic  n  est  impair.  Soit  e  une  cpiantité  égale  à  l'unité  en  valeur 
absolue  et  de  même  signe  que  b\  en  faisant  la  substitution 

dans  la  forme 

nx*  -H  i  bxy  -+-  (  /i  -h  1  -f-  a  )y^^ 

cm  trouvera 

/iX*—  2»(n  — 6£)\Y-r-  (Vî/i  —  i^î-f-I  -hfl)  Y», 

et  cette  transformée,  (jue  nous  désignerons  par  (A,  —  sB,  C),  c\\ 
posant 

(1)  A  = /i,        B  =  /i  — 6e,        g  =  2/1  —  2^6 -f- 1 4- a, 

remplira  les  conditions  :>.  B  <;  V,  >,  B  •<  C,  le  premier  terme  étant 
tantôt  plus  grand,  tuitot  plus  petit  que  le  dernier  C.  On  voit  donc 
maintenant  se  produire  une  série  de  formes  en  nombre  double  des 
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formes  réduites,  si  l'on  exceple  celles-ci  :  (V,  o,  C),  qui  ont  été 
précédemment  obtenues  pour  b  =  o.  En  circl,  on  tire  des  équa- 
tions (i)  : 

*a)  n  =  A,        ^  =  e(A~B),        «  =  0  — -iB  — i, 

et.  en  permutant  \  et  G, 

<5>  fi  =  C,        6  =  £(C  — B),        a  =  A  — iB  — I. 

Vinsi  chaque  forme  réduite  non  ambiguë  donne  effectivement 
deux  systèmes  différents  (/ï,  h,  rt),  où  n  et  a  sont  positifs  et  6  com- 
pris entre  les  limites  assignées.  Mais,  à  l'égard  des  deux  formes 
ambiguës  (.\,  eB,  A),  les  équations  (2)  et  (3)  coïncident,  et  pour 
celles-ci  :  (aB,  eB,  C)  les  équations  (3)  conduisant  à  une  valeur 
négative  de  a,  on  n'a  de  même  cl  pour  chacune  d'elles  qu'un  seul 
et  unique  système  de  nombres,  /2,  6,  a.  Si  l'on  avait  d'ailleurs  à 
la  fois 

on  ne  pourrait  employer  ni  les  équations  (2),  ni  les  équations  (3), 
«le  sorte  que  cette  forme  est  absolument  exclue,  comme  plus  haut 
le  cas  de  A  =  C  dans  le  groupe  des  formes  ambiguës  (A,  o,  C). 
En  résumé,  soient,  pour  un  déterminant  donné  A  :  H  le  nombre 
«Jes  formes  réduites  non  ambiguës,  h  le  nombre  des  formes  ambi- 
guës de  l'espèce  (A,  o,  C),  h'  le  même  nombre  à  l'égard  des  deux 
>uî vantes  :  (2B,  B,  C),  (A,  B,  A),  l'expression 

^era  le  nombre  des  systèmes  (/i,  t,  a)  qui,  sous  les  conditions  re- 
f|uise9,  satisfont  à  l'équation 

/i'  -^  n  -i-  an  —  b^  —  A. 

Miiis,  si  A  est  un  carré  ou  le  triple  d'un  carré,  ce  nombre,  d'après 
les  excepti(ms  relatives  aux  formes  dérivées  de  (i ,  o,  i)  et  (2,  1 ,  2), 
devra  être  diminué  d'une  ou  de  deux  unités.  On  peut  d'ailleurs 
l'écrire  de  celte  autre  manière  : 

34  — v.A  — /i', 

f-n  introduisant  le  nombre  tolid  des  classes  de  déterminant  —  A 
qui  est 
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Maiiitcnanl  revenons  au  fadeur  ( —  i)i("+0  qui  joue  dans  la  <jucs- 
lion  un  rôle  essentiel.  En  posant  en  premier  lieu 

A  =  n,         B  = />»,         G  =  /i4-n-cr, 

et,  en  second  lieu, 

A  = /i,         M  =  n  —  bzj         G  =  2/1  —  'ibt-hi-hct^ 
cl 

G  = //,         \l=n  —  ùtt         A  =  2/1  —  'ibs.-r-1-h  a, 

on  trou\e  toujours  la  même  valeur 

a(  /i  -h  I)  s  A  -H  A  -H  B  -f-  G  -f- 1         (  iiiod  a). 

Il  en  résulte  que  pour  tout  déterminant  le  facteur  ( — i)«(«+») 
sera  égal  à  -f-  i  si  Tun  au  moins  des  termes  extrêmes  A  et  G  est 
impair,  et  à  —  i  si  tous  deux  sont  pairs.  En  faisant  cette  distinc- 
tion dans  les  formes  réduites,  nommons  JQo  'e  nombre  total  de  ces 
formes,  Aq,  /*„  celui  des  formes  ambiguës  des  deux  espèces  dont 
nous  avons  parlé,  où  l'un  des  termes  extrêmes  est  impair,  et  J^M 
Ai,  A',,  les  expressions  de  même  signification  dans  le  cas  où  les 
deux  termes  extrêmes  sont  pairs,  on  aura  évidemment 

^(_,yiU-M)yn.-*-/,4-«„-6«=    ^[riJ§o->/'o-^i)-(3iÇ,-2A,-A;)]7A, 

ce  qui  donne  la  loi  du  développement  suivant  les  puissances  de  </, 
de  la  sériiî  7 V  •  La  partie  que  nous  avons  isolée  à  dessein 

s'évalue  à  Taide  des  résultats  (pii  suivent. 

Soit  d'abord  A  =  m,  m  étant  impair,  on  aura, 


nt  4-  I 


1  ï        /  \    i,  I  —  (  —  I  )     - 

ho  =  -o{m).  1  /'o  =   1 «pO/H, 


A,  =  0,  f  'M  =  f ?'  '"  >• 
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Et  ensuite  pour 

J  /ro  =  o(/n),         (  //;  =  o, 
(  /«i  =o,  (  h\  =  o; 

A  =  4"», 
I  fti  =  ^o(/ii),  I  //;  =  ^©rm); 

A  =  4.2i''WJi 

I  /i^  =  o(//t),  1  /fi  =  (p(//0, 

On  en  conclut 

m -4-1 

V  ( ^ A,  -+-  /r,  -  2 Au  -  ^ô)  y^  =  2  ^"~'- J   -'^'  <? r //O  7"« 

Il  en  résulte  qu'en  remplaçant  dans  l'équation  fondamentale 

les  trois  séries  par  leurs  valeurs,  on  verra  les  deux  premières  dé- 
truire celle  partie  qui  provient  des  formes  auihiguës,  et  il  restera 
simplement 

Tout(îfois,  si  A  esl  un  carré  f)u  le  triple  d'un  carré,  le  l(?rme  ^é- 
n:Tid  doit  être  remplacé  par 

ou 

Mji'  rtii  pnit  évilor  cc>i  ficux  cas  (l'cxccplioii  m  iijoulaiil  deux  sr- 
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ries  de  termes  de  la  forme  ^"'  et  q^"*\  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

on  aura  de  celte  manière 

OJ  =  2  i^(«o  -  «i)  y'^  +  30  -+.  4e  -  (y. 

C'est  le  résultat  auquel  est  parvenu  M.  Kronecker,  en  employant 
la  considération  des  modules  qui  donnent  lieu  à  la  multiplication 
complexe,  car,  d'après  les  dénominations  de  ce  savant  géomètre, 

on  aura 

i9o  =  /^XA),         fl,=  (?(A)-F(A), 
et,  par  suite. 

On  a  donc  deu\  méthodes  absolument  distinctes  qui  rattachent 
par  un  double  lien  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  propo- 
sitions de  Legendre  et  de  Gauss  sur  la  décomposition  des  nombres 
en  trois  carrés.  Ces  illustres  géomètres,  en  poursuivant  au  prix  de 
tant  d'elTorls  leurs  profondes  recherches  sur  cette  partie  de  l'Arith- 
métique supérieure,  tendaient  ainsi  à  leur  insu  vers  une  autre  ré- 
gion de  la  Science  et  donnaient  un  mémorable  exemple  de  cette 
mystérieuse  unité  qui  se  manifeste  parfois  dans  les  travaux  analy- 
tiques en  apparence  les  plus  éloignés. 


SUR 


LA  THÉORIE  DES  FORMES  QUADRATIQUES. 


Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LV,  i8G'2  (H),  p.  G84. 


La  luéthode  de  M.  Dirîchict  pour  la  délermination  du  nombre 
des  classes  de  formes  quadratiques  de  même  délerminaiil,  el  celles 
qu*on  a  tirées  récemment  de  la  considération  des  fonctions  ellip- 
tiques dans  le  cas  des  déterminants  négatifs,  conduisent  pour  la 
même  question  à  des  solutions  tellement  diflerentes,  qu'il  semble 
aussi  diffîcile  de  trouver  un  lien  quelconque  entre  leurs  résultats 
qu'entre  les  principes  sur  lesquels  elles  se  fondent.  Ce  que  laisse 
à  désirer  à  cet  égard  la  théorie  des  formes  quadratiques  parait  te- 
nir à  l'absence  de  quelque  principe  essentiel  auquel  on  serait  sans 
doute  amené,  soit  en  découvrant  une  démonstration  purement 
arithmétique  des  propositions  de  M.  Kronecker,  soit  en  tirant  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  expressions  mêmes  de  Diri- 
chlet.  En  accordant  la  préférence  à  ce  dernier  point  de  vue,  j'ai  dii, 
comme  première  préparation,  faire  de  la  méthode  de  cet  illustre 
maître  une  étude  qui  m'a  conduit  peut-être  à  abréger  et  à  simpli- 
fier en  quelque  chose  son  analyse,  et  voici  sous  quelle  forme  je  la 
[tréscnterai. 

I. 
Soit 


m 


-^  a^f/;^cy.../^* 


un  nombre  entier  décomposé  en  ses  facteurs  premiers  a^b^c^..,.k 
rexpression 

o(,«)^„.(.-i)(.-i,)-.-(.-i). 
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OU,  en  développant  le  produit  des  facteurs  binômes, 

m 


abc. .  .A' 


représente  le  nombre  des  entiers  moindres  que  m  et  premiers  avec 
lui.  Je  commencerai  par  généraliser  celle  expression  en  considé- 
rant le  nombre  des  termes  premiers  à  m  dans  la  suite 

où  n  est  quelconque.  Si  Ton  désigne,  suivant  l'usage,  par  E(j:)  le 
plus  grand  entier  contenu  dans  J7,  ce  nombre  sera 

Pour  plus  d'uni formité,  je  remplacerai  le  premier  terme  n  par 
E(/i);  on  obtient  par  là  une  expression  où  il  est  possible  de  mettre, 
au  lieu  du  nombre  entier  /?,  une  variable  quelconque  x^  à  savoir  ; 

La  signification  aritlimétique  de  celte  fonction  sera  d'exprimer 
le  nombre  des  entiers  non  supérieurs  à  J7  et  premiers  à  ///,  en  fai- 
sant toujours 

m  =  a'^b^cy.  ..A*. 

Pour  m  =  i  et  afin  de  compléter  la  définition,  nous  conviendrons 

de  poser 

ïlM;:r)  =  K(3-), 

c'est-à-dire  de  réduire  la  formule  à  son  premier  terme.  Enfin,  en 
désignant  par  s  une  quanlilé  comprise  entre  -|-  i  et  —  i,  et  par  |jl 
le  nombre  des  fachMirs  premiers,  ^/,  />,  ...,  /•,  on  voit  aisément 
<|u\)n  a 

//<  • 

c'est  la  propriété  de  celle  fonction  dont  nous  ferons  principale- 
menl  usage. 
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II. 

Soit  encore  à  trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite 

I,    -2,    3,     ...,    71, 

qui  sont  en  même  temps  premiers  à  m  et  divisibles  par  un  nombre 
donné  i.  Comme  les  multiples  de  /  dans  cette  suite  sont 

e,  21,  3i,  ...,  ^(-A  '» 

ce  nombre  est  le  même  que  celui  des  entiers  non  supérieurs  à  -  et 
premiers  à  m;  ainsi  il  est  donné  par  l'expression  4>Y?).  C'est  à 
ce  moment  que  se  justifie  notre  convention  de  faire,  pour  m  =  i , 

car  alors  la  formule  doit  donner  le  nombre  des  multiples  de  i  qui 

ne  sont  pas  supérieurs  à  n,  et  pai"  suite  coïncider  avec  E(^]*  De 

là  résulte  entre  ^{x)  et  E{x)  une  certaine  analogie  de  rôle  que  la 
question  suivante  rendra  manifeste. 
Soit  F(/i)  une  fonction  ainsi  définie 

la  somme  comprenant  tous  les  nombres  i  qui  sont  diviseurs  de  n. 
On  vérifie  aisément  qu'on  aura 


2.f(*.=2/(.)e(:). 


En  eflet,  dans  le  premier  membre  un  terme  quelconque /(/)  est 

amené  par  toutes  les  quantités  F(/r)  où  k  est  multiple  de/;  il  se 

trouve  par  conséquent  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  multiples 

de  /  dans  la  suite 

I,  »,  3,   ...,  n, 

et  c'est  précisément  ce  qu'exprime  le  second  membre.  Modifions 
H.  —  II.  17 
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maintenant  cette  relation   en  introduisant   d^abord   la   condition 
f[i)  =  o,  lorsque  i  n'est  pas  premier  à  un  nombre  donné 

et  posant  ensuite 

F(A:)  =  o, 

lorsque  pareillement  k  n'est  pas  premier  à  m.  On  voit  alors  que 

n 

dans  la  somme  ^    F(^)  ^^  terme /(/)  est  autant  de  fois  répété 

qu'il  y  a  dans  la  suite  i,  2,  3,  . . .,  ai  de  termes  divisibles  par  <  et 
premiers  à  m.  On  aura  donc,  au  lieu  de  la  relation  précédente, 
celle-ci  : 


2/,x.=2/(o*(?)^ 


que  nous  emploierons  bientôt  à  la  recherche  du  nombre  des 
classes.  Mais  il  est  nécessaire  de  rappeler  d'abord  quelques  résul- 
tats sur  la  représentation  des  nombres,  par  le  système  des  formes 
non  équivalentes,  de  même  déterminant  D. 


III. 


A  cet  effet,  nous  désignerons  par /i  un  entier  positif,  impair, 
premier  à  D,  et,  en  nommant  S^  le  plus  grand  carré  qui  divise  D, 
nous  ferons 

»... 

Cela  posé,  voici  les  deux  théorèmes  fondamentaux  établis  par  Di- 
richlet  au  moyen  des  considérations  les  plus  élémentaires  et  qui 
pourraient  être  placés  parmi  les  premières  propositions  de  la  théorie 
des  formes  quadratiques. 

i"  Le  déterminant  D  étant  né  fixatif,  la  somme 


W) 


où  i  désigne  tous  les  diviseurs  de  n,  et  l  -.-  )  le  symbole  généra- 
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Usé  de  Legenire,  exprime  de  combien  de  manières  diffé^ 
rentes  (•)  l'entier  n  est  susceptible  d'être  représenté  par  les 
formes  non  équivalentes,  composant  l'ordre  proprement  pri- 
mitif de  déterminant  D. 

2*  Le  déterminant  étant  positif,  la  même  expression,  sauf 
le  facteur  2  qu'on  supprime, 


Wy 


donnera  encore  le  nombre  des  représentations  de  n  par  les 
formes  non  équivalentes  de  l'ordre  proprement  primitif  ^  mais 
sous  les  conditions  suivantes  :  Premièrement,  on  choisira,  pour 
représenter  /i,  des  formes 

ax^  -h  2  bxy  -h  cy^ , 

où  a  soit  positif  et  c  négatif;  en  second  lieu,  xety  devront  être 
positifs  et  satisfaire  à  cette  condition 

<      «^ 


T  — 6U     ■ 

oùT  et\]  sont  les  plus  petits  nombres  qui  donnent 

T*-  DU«  =  1. 

On  voit  que  dans  ces  propositions  figurent  exclusivement  les 
nombres  impairs  et  premiers  au  déterminant.  Les  valeurs  des  in- 
déterminées X  et  y,  qui  rendent  ainsi  une  forme  impaire  et  pre- 
mière à  son  déterminant,  se  distribuent  en  certains  systèmes,  tels 
que 

(A)  j?  =  2Di'-ha,         y  =  iDw  ->r^, 

i^  et  iv  étant  des  entiers  arbitraires,  a  et  ^  étant  choisis  dans  un 
système  de  résidus  suivant  le  module  2D.  Leur  nombre,  si  Ton 


(';  Les  déterminante  —  i  et  —  3  font  exception,  le  nombre  des  représentations 
étant  respectivement  pour  ces  deux  cas  : 


^1{^)   -   «K^)- 
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représente  par  D|  la  valeur  absolue  de  D,  est 

2D,(p(D,)        ou        4D,^(D0, 

selon  que  D  est  impair  ou  pair.  Ce  dernier  résultat  rappelé,  voici 
maintenant  de  quelle  manière,  en  n'ayant  en  vue  que  la  détermi- 
nation du  nombre  des  classes,  il  nous  a  paru  possible  d'abréger  la 
belle  analyse  de  Dirichlet. 

IV. 
Revenons  à  l'équation 

2^F(.)=2;,/(o*(?), 

1  1 

pour  y  faire 

où  (-7-)  est  le  symbole  de  Jacobi,  avec  la  convention  de  poser 
(-r]  =  o  lorsque  /  ne  sera  pas  premier  à  D.  Alors  les  expressions 

F(n)  =  'i^/^i)        ou         F(/i)  =  2/(0, 

suivant  que  D  est  négatif  ou  positif,  donneront,  en  vertu  des  pro- 
positions précédentes,  le  nombre  des  représentations  de  l'entier  /i, 
parle  système  des  formes  proprement  primitives  de  déterminant  D. 
Mais  ces  propositions  supposent  essentiellement  n  impair  et  pre- 
mier à  D,  de  sorte  que,  pour  tout  nombre  k  qui  ne  satisfait  pas  à 
ces  deux  conditions,  nous  devrons  supposer  F(A)  =  o.  En  consé- 
quence, il  faut  déterminer  la  fonction  4>  en  prenant  m  =  2D1,  ou 
simplement  m  =  D| ,  selon  que  le  déterminant  sera  impair  ou  pair. 
Pour  mieux  préciser,  bornons-nous  au  premier  cas  :  les  expres- 
sions 

n 

F(/i)=  2  V    ( —]*  ^^)     pour  D  négatif, 
1 

n 

^(^)=     2,.  (7)*  (7)     pour  D  positif, 
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auxquelles  nous  sommes  ainsi  amenés,  donneront  donc  la  somme 
des  nombres  de  représentations  pour  tous  les  entiers  positifs,  im- 
pairs et  premiers  à  D  de  un  à  /î.  Or  on  peut  obtenir  cette  même 
somme  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  bien  différent,  comme  on 
va  voir.  En  supposant  d'abord  le  déterminant  négatif,  faisons  cor- 
respondre, à  chacune  des  formes  (a,  6,  c)  qui  composent  l'ordre 
proprement  primitif  de  ce  déterminant,  une  ellipse  ayant  pour 
équation  en  coordonnées  rectangulaires 

or*  -h  2  bxy  -H  cy^  =  n. 

On  reconnaît  sans  peine  que  le  nombre  des  points  dont  les  coor- 
données sont  exprimées  par  l'ensemble  des  formules  (A), 

ar  =  2Dp-Ha,        ^  =  2Di«'-Hp, 

€l  qui  sont  situés  dans  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  cette  ellipse, 
donne  précisément  cette  somme  des  nombres  de  représentations 
par  la  forme  (a,  6,  c)  des  entiers  considérés  ci-dessus.  En  second 
lieu,  supposons  D  positif,  nous  aurons  un  résultat  entièrement 
analogue,  en  faisant  correspondre  à  chaque  forme  (a,  6,  c)  de 
Tordre  proprement  primitif  une  hyperbole 

ax^  -h  ibxy  -h  c^*  =  n. 

Effectivement,  d'après  les  conditions  propres  aux  déterminants 
positifs,  le  nombre  de  points  dont  les  coordonnées  sont  l'ensemble 
des  formules  (A),  et  qui  sont  compris  dans  Tintérieur  ou  sur  le  con- 
tour du  secteur  hyperbolique,  lerniiné  d'une  part  par  les  droites 

aU 
^  =  o,        y=  ^—^-^  X, 

et  de  l'autre  par  la  branche  de  courbe  s'étendant  du  côté  des 
abscisses  positives,  coïncidera  avec  la  somme  des  nombres  de  re- 
présentations appartenant  à  la  forme  (a,  6,  c). 

On  va  voir  quelle  const';quence  importante  résulte  de  cette  se- 
conde manière  d'exprimer  F(/t). 
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Rappelons,  à  cet  effet,  la  proposition  de  Dirichlet  sur  le  nombre 

des  points  compris  dans  Tintérieur  d'un  contour  fermé,  et  donnés. 

par  les  formules 

X  =  av  -h  OL,       ^  =  6iv  -»-  p, 

où  if  et  iy  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  —  «  çi  -h  oo.  Si 
Ton  suppose  a  et  6  positifs,  ainsi  qu'on  peut  toujours  le  faire  en 
changeant  le  signe  de  v  et  (v,  et  qu'on  désigne  l'aire  du  contour 
par  0",  on  aura  sensiblement  —r-  pour  la  valeur  de  ce  nombre  quand  9 
est  très  grand.  Ce  résultat  ne  contenant  pas  a  et  ^,  si  l'on  a  |jl  sys- 
tèmes de  valeurs  des  coordonnées  ne  différant  que  par  ces  con- 
stantes, ^  sera  la  somme  de  tous  les  nombres  de  points  ainsi 
exprimés  et  qui  sont  compris  dans  l'intérieur  du  même  contour. 
Cela  posé,  l'aire  de  l'ellipse 

ax*  ■+- 1  bxy  -\-  cy^  =  n        où        6*  —  ac  -=.  —  Dt 

est 

/lit 

celle  du  secteur  hyperbolique, 

/ilog(T-4-Uv/D) 

le  nombre  [x  des  systèmes 

puisque  nous  supposons  le  déterminant  impair,  est 

'iD,Q>(D,). 

Aiinsi  ^-rr  sera 
ah 

i-7=_—  dcins  le  premier  cas, 

n,(D)MT-.Uv/D)         ^^^^  ,^  ^^^^^^ 
4/1)' 
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Telles  seront  donc  pour  n  très  grand  les  expressions  approchées 
de  la  somme  des  nombres  de  représentations  par  une  forme  (a,  6,  c) 
de  déterminant  D  positif  et  négatif  des  entiers  positifs,  impairs  et 
premiers  à  D  qui  sont  compris  de  l'unité  à  n.  Ces  expressions  ne 
contiennent  pas  a,  6,  c;  le  déterminant  seul  y  figure,  de  sorte  qu'il 
suffira  de  les  multiplier  respectivement  parle  nombre  A,  des  classes 
de  Tordre  proprement  primitif,  pour  en  conclure  la  valeur  appro- 
chée de  la  fonction  précédemment  désignée  par  F(/i).  Il  vient 
ainsi 


et 


'-Sl2l}  h  =  ^2^  (i^)  *  (5)      dans  le  cas  de  D  négatif, 

«?(D)log(TH-U/D)  ^  ^  ^^  (i^)  *  (f)       dans  le  cas  de  D  posilif. 
Or  on  a,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  en  commençant, 

le  nombre  m  d'ailleurs  a  été  pris  égal  à  2D1,  de  sorte  qu'en  divi* 
sant  par  n  les  deux  égalités  pour  y  supposer  n  infiniment  grand, 
on  trouvera  les  expressions  remarquables  découvertes  pour  la  pr^ 
mière  fois  par  Dirichlet,  savoir  : 

1 
V/D 


la  première  se  rapportant  aux  déterminants  négatifs  et  la  seconde 
aux  déterminants  positifs  (*). 


(•)  Je  dois  m*cmprcsscr  de  déclarer  qu'ayant  eu  occasion  «le  nreoiretcnir  avec 
M.  Liou ville  de  celle  manière  d'arriver  aux  résultats  de  M.  Dirichlet,  j'ai  appris 
de  ootre  savant  c<»nfrère  qu'il  y  était  parvenu,  de  sc»n  côté,  en  se  servant  des 
propres  indications  de  M.  Dirichlet,  et  l'avait  fait  connaître  à  ses  auditeurs  du 
Collège  de  France. 


REMARQUES 
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LE  DÉVELOPPEMENT  DE 
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Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  l.  LVII,  i863  (II),  p.  6i3 
tl  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  i86^,2*s.,  p.  289. 


En  développant  suivant  les  puissances  de  l'argument  les  trois 
fonctions  sin  amo:,  cos  am x,  A  amo:,  on  obtient  les  séries  suivantes  : 

sin  am^r  =  a?  —  (i  -h  A*)  — — ^  H-  (i  H-  i4^*-^-  k^) 5— r~F  ""•••» 

I .  >. .  i  1.2.5.4.5 

COS  amir  =  I   —  ^ h  (  c  -h  4  A**  )  - 


1.2  1.2.3.4 


Aamar  =  i  —A:* h(A*-+-4A:*) 


1.2  I .2.3.4 

où  le  coefficient  d'un  terme  quelconque, :; > :; > 

^  '      '  I  .2.  i...2/i-h  I     1.2.  3... 2 A 

est  une  fonction  entirre  et  à  coefficients  entiers  du  module  k^. 

Mais  jusqu'ici  il  n'a  pas    été    possible  d'en  obtenir   l'expression 

générale,  et  tout  ce  que  Ton  sait  à  leur  égard  résulte  simplement 

des  relations 

sin  am  ykx^  -  j  =  A  sin  am(A^,  k\, 

cosanMA*^,  7)  =Aam(a^,  A). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  coefficients  de  sinam:r  sont  des  poly- 
nômes réciproques  et  que  le  développement  de  cosamx  donne 
immédiatement  celui  de  A  amx.  C'est  de  cette  fonction,  cosam.r, 
que  je  vais  m'occuper  eu    ce  moment,  me   proposant   d'établir 
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i  regard  des  coefficienls,  dont  voici  les  premiers  d'après  Guder- 
mann  : 

I  -r-  4«»8A:»-+-  9i2A:*-h  64  A:«, 

I  -f-  3  688A-J-H  3o768A-*-+-  i5  8o8A:8-H  256A:», 


la  remarque  suivante  : 

Posons  k=  cosô  et  introduisons  les  arcs  multiples,  au  lieu  des 
puissances  du  cosinus;  en  les  multipliant  chacun  par  A:,  on  trou- 
vera successivement 

k-h  ^k^=  4cose  -Hcos36, 
A:  H-  44^' -H  i6A:»  =  44  cosô  h-  i6  cos36  H-  cosSO, 
k-h  4o8A-*-i-  9i2A:»-H  64A-^=  912  cos6  -h  4«8  cos3  6  -h  64  cos56  -h  COS76, 

On  aperçoit  dans  ces  égalités  que  les  puissances  de  k  et  les 
cosinus  des  multiples  de  0  ont  précisément  les  mêmes  coefficients. 

Or,  en  général,  si  Ton  représente  le  coefficient  de = r 

'  ^  '  ^  l.2.3...(2/l  -+- 2) 

dans  le  développement  de  cosam^r  par 

/i 

AoH-  AiA-«-+-  AjA-^-H. .  .-h  A„A««  =  Y  A/X:»', 

0 

on  aura  cette  relation  : 

^A|Cos*^-^»6  =  V  A|Cos(2n  -+-i  — 4  06, 

qu'on  peut  facilement  démontrer,  comme  ou  verra.  Mais  je  veux 
d*abord  faire  voir,  par  un  exemple,  comment  elle  sert  à  calculer 
directement  les  nombres  entiers  Vq,  A,,  Aj,  etc. 

Soit  n  =  4'  en  faisant,  pour  simplifier,  A|^4'^iî  ^^  posant 
Ao=  I,  on  trouvera,  en  remplaçant  par  les  arcs  multiples  les  puis- 
sances du  cosinus 

cosO  -+-  4«i  cos'0|-H  i6flj  cos»0  ■+-  iV\a3  cos'O  -+-  i^Ga^  cos^Ô 

=  cos6  -+-  rt|(cos  ift  -H  3  cosO)  -+-  aj(cos56  -f-  5  C()s30  -h  lo  cosO) 
H-  aj(cos76  -r-  7  cosôô  -r  '?a  cos30  -h  35  cosO; 
-»-a4(cos90  -H  9  COS7O  H-  36  cos 50  -h  84  cos30  -h  126  cosô). 
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On  en  conclut,  entre  les  quatre  inconnues,  les  cinq  équations  que 

voici  : 

I  =  ai,, 

]6as=  I  H-  3ai-}-  io«j-i-  35aj-+-  126^74, 
64  ^3  =  «1  -+-  5  ai  -H  2 1  aj  -+-  84  04, 
256^4=  rt,-h  9a4. 

Leur  somme  conduisant  à  une  identité,  on  peut  omettre  l'une 
d'elles,  et,  si  l'on  exclut  la  troisième,  un  calcul  facile  donne 

ai  =  922,        a,  =  1923,        «j=247,        «4=1. 

ce  qui  conduit  en  effet  au  coefficient  rapporté  plus  haut,  d'après 
Gudermann.  Laissant  de  côté  l'étude  de  ces  équations  considérées 
en  général,  et  me  bornant  à  remarquer  les  valeurs 

A„  =  4". 
A«_,  =  4'«-»-(2/i-+.i)4«-i, 
9«^»  — 9  — 8n 

^»= ni — ' 

j'arrive  à  la  démonstration  de  l'égalité 

7  A<  cos»^-*-^  6  =\'A/cos(2n-+-i—  4«)0, 

et  à  cette  occasion,  comme  j'aurai  à  faire  usage  de  la  transforma- 
tion  du  second  ordre,  je  vais  donner  diverses  formules  qui  s'y 
rapportent  et  qui  peuvent  être  utiles  dans  bien  d'autres  cir- 
constances. 

La  principale,  celle  dont  toutes  les  autres  peuvent  être  tirées,  est 

I,          JL^k^       (i -h  k)  s\n  9im X 
(i-hk)x, .      = r— r— • 
IH-Arj         I -f- Arsin^anix 

Il  suffit  pour  cela  d'opérer  tour  à  tour  sur  les  fonctions  au  module 
primitifs  et  au  module  transformé,  en  employant  les  relations  de 
la  transformation  du  premier  ordre;  on  le  démontre  en  partant  de 
ce  théorème  arithmétique  que  tous  les  systèmes  linéaires 

I  a,    b 
1  c,     d 


BEMARQUB8    SUR    LE    DEVELOPPEMENT    DE    COSamjP.  167 

dans  lesquels  cui  —  bc  est  un  nombre  premier  />,  sont  donnés  par 
uD  seul  d^entre  eux 

j   ii    o  I 
\  o,    p\ 

m  le  composant  à  droite  et  à  gauche  avec  des  systèmes 

tu  déterminant  i .  Or  l'ensemble  des  relations  relatives  à  la  trans- 
ormation  du  premier  ordre  consiste  dans  ces  formules,  savoir  : 

sinamf  Xrar,   7   j  =  X:  sin  am^r, 
cos  am  (  kx^  j  j  =  A  amjp, 
[  Aam     ^  Atjp,  M  =( 


:  COS  amx. 


sin  am  (  ix.  k    )  =  î 

cosamjr 

I 


I<  cosam  (  M7,  A:'  )  = 
Aam     (  ix^  k'  )  =s 

I    sinam  lik'x^  p  )  ~ 

\  cos  am  (  ik'x,  p  )  = 

A  am     (  ik' x.  -7-/  )  =  

\  k  J        cos a 


cos  amj? 

Aam^r 

cos  amx 

ik'  sin  am  jr 
cos  amor 
Aamjr 

cos  dLïtïX 


sinam 


amJ7 

ik  sinamâ? 
A  amo?* 


mx 
cos  amj7 


Aamjr 
ik\        Xr'siiiamr 


/  ik\       k  SI 

sin  am  (  k  x^  V  )  ^  — T 


ainor 


(,,       ik\        cos  a  m  07 
k  X.  TT  ]  =  — : 
k  J         Aam 7 

f  A  am     (  A:  J-,  77  )  = • 

'  \        '  k  ]       A  amx 


168 


OEUVRES    DE    CHARLES    HERIIITE. 


On  en   tire,   par  un  calcul   facile  pour  la  transformation  du 
second  ordre,  les  formes  suivantes  : 


II. 


III 


IV. 


V. 


VI. 


sin  am 


(l-hk)X,     ï-7  =  

1.  '    '     IH-  A:    J         I- 


- k)  sinam^r 
k  sin'  amj^ 

[,           a /ï    1       cosamjr  A  amx 
(i-hAMar,    7       = j — 7-; , 
I -t- A-   J        I -+- A-sin*anijr 


[ 


A  am  (i-hk)x^ 


Vk 


]  =  T 


—  A:  sin*  ama? 


[_  ^     H-A-  J  I— (i-hX: 


Xrsin*  a  ma; 

amjrcosamrr 


)  sin*  amo? 


cosam 


A  am 


\  cosam 


A  am 


[Êj^-       ^/^'    1  Aamj- 

^  i-+-A-'J       I  —  (n-X:')sin*amar 

[/         u^'       ^V^    I        ï  —  (1  —  X:')sin*amrr 
^  '     'i-+-A-'J        I  — (i-H  A:')siii«ama? 

[, ,       . ,         1  y/ikk'  ^  _  I  —  (A:-H  gX')Asin« 


.,         a/7^Fl  _  (Ar'-h  tX:)  sin  ama?  Aamar 
*^>^'  FITiit J  ~"  i_(A-  — iA-')A-sin«amar' 


amj< 
)A:sin*amâp 


amar 
am^r 


sin  am  (1  +  k)ix^ 
cosam  {\-\-k)ix^ 
A  am         (i-+-A)£.r, 

sinam  (1  -h  A')x. 
cosam     (i-i-X-')j', 

[ 


I  —  k  1  _  «(I -i-A:)sin  ama: 

1 -h  A-  J~    cosamjrAamj: 

k  1  _  ï  -+-  ^"  sin*  amj: 

k  J  ~~  cos  amo?  A  amar 


A  am     \   {\-^  k' )x, 


k 
—  k' 


-r-k 

—  A-' 


I  —  k  sin*  ama? 
cos  amar  A  ama: 

k'  )  sin  ania?  cos  amx 
A  iimar 
—  (i  -h  k')  sin*  ama? 


—  k' 


'h' 


A  ama: 
—  (i  —  A')  sin'  am.r 


A  ama* 


\ 


Aama? 


[.  ,        ...        An-  ik'  1       (A*  —  ik'  )  sin  ama? 
(  A-  —  lk')X,  7 rj-,      = 
A*  —  ik  J                      cos  ama: 

r.  M        .,,        A*-h/A''1        I  —  (A  — I A')  A:  sin* ama? 
(k-'lk')X.    , :.,        =    i^ , 
A- — «A-  J                      cos  ama: 

r    ,        -, ,        A-  -+-  t'A'  1        I  —  (Ah-  ik'  )k  sin*  am  x 

A  am       (  A:  —  tA-  )ar,  -. rp     = • 

L  A-  —  ik  J  cos  ama? 


cosam 
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J^oinets  d'écrire,  pour  abréger,  toutes  celles  qui  en  résulteraient 
par  le  ehangement  de  signe  de  k  ou  k' ^  et  par  le  changement  des 
modules  transformés  en  leurs  inverses,  et  ne  conduiraient  pas,  par 
conséquent,  à  de  nouvelles  formes  analytiques  dans  les  seconds 
membres. 

C'est  dans  le  dernier  groupe  que  nous  trouverons  la  relation 
conduisant  à  l'identité  que  nous  voulons  établir.  En  partant,  en 
effet,  de  l'égalité 

[,        .,,,       A:-+-«A:'l       i  —  (A:  —  tX:')X:  sin*  amar 
(A:  —  ik  )x,  -. TTT    = > 
k  —  ik  \                     cos  ainx 

on  en  déduira,  par  le  changement  de  signe  de  k'^ 

[/f        'I,        k  —  ik''\        I  —  (A- -h  «A:')X- sin*  amar 
k -h  ik  j  cosaiDo^ 

d*où  il  sera  facile  de  tirer 

(  k  -i-  ik' )  cos  am    (  A:  —  ik'  ).r,  j rp 

-+-(Xr  —  t'A:')  cos  am    (A:  +  ik' )x^  -r tt;    =  2 A: cos  amar. 

Or,  en  posant 

k  =  cos6, 

cette  égalité  prendra  cette  forme 

e^  cos  a  m  (  e-'^x,  e*'^  )  -»-  ^  "*^  cos  a  m  (  e^^x,  e-*'^  )  =  2  cos  6  cos  am  jr, 

et  la  relation  que  nous  nous  sommes  proposé  de  démontrer  en 
résulte  évidemment,  en  comparant  dans  les  deux  membres  les 
coefficients  d'une  même  puissance  de  la  variable. 

Relativement  à  sinamj7,  ce  serait  une  formule  de  la  transfor- 
mation du  quatrième  ordre  qui  donnerait  une  conséquence  sem* 
blable.  Partant  en  effet  de  la  relation  suivante  : 


I  —  k  sin*  SLinx  —  cos  amx  A  am  jt 


[i^y/ky  sinamor 
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Mais  cette  conséquence  importante  ne  résulte  pas  des  développe- 
ments sous  forme  de  quotients  de  séries  des  mêmes  fonctions, 
savoir  : 

iKx          I         i\/g  s'iiix  —  '2  v'7' sinSj*  H- a  V'^**  sinSj^ — ..• 
sinam  =  -7=      -^^ 7 7 ^^-^"s ? ' 

îKa?  _       fk'  2  y/^cosj:-»- v.y  r/'cosSxH- ^v'^^'cosDJ'- 


cos  am —  ^. 

ir  \    k    I  —  ^çf  cos'2Jr -h  2^*  cos4^  — '-i^'cosox -H. 

Aam      =  /A-'     2 1_ . 1^ _ , 

car  c'est  seulement  alors  la  racine  carrée  du  module  et  celle  de 
son  complément  qui  sont  données  en  fonction  de  q  par  ces  for- 
mules 

n  ^  2i^y^2{V-h2{/'^s-f-...^ 

I  -H  2  ^  -H  2  y  * -4-  2  <7® -h- .  .  . 

m ^  i~2y-4-2y^-2y^-h...^ 

I  -H  2  y  -+-  2  ^*  -+-  2  y*  -H  .  .  . 

Dans  cette  Note,  je  me  propose  d'établir,  pour 

sin  amx,       cosam:r,       A  amx, 

de  nouveaux  développements  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  ana- 
logues aux  précédents,  mais  qui  donneront  aussi  bien  que  les  pro- 
duits infinis  les  racines  quatrièmes  de  A*  et  k  comme  fonctions 
uniformes  de  la  variable  w.  On  en  déduira,  en  elVet,  ces  formules 
remarquables,  où  le  signe  2^  s'étend  à  toutes  les  valeurs  positives 
et  négatives  de  n 


^A-  = -^ ,  v*A'  = 


^î/i«-»-/i 


\fk  = >         V  ^'  = » 

2(-i  )"?«"'  2(-i)"îr«"' 

V*^= — ,  {!T=— , 
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el  auxquelles  Jacobi  est  déjà  parvenu  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Uber  nnendliche  Reihen,  deren  Exponenten  zu^leich  in  ZKvei 
verschiedenen  quadratischcn  Forme n  ent halle n  sind,  en  les 
déduisant  des  produits  infinis  en  q  rapportés  plus  haut.  Les  pro- 
priétés si  importantes  auxquelles  donnent  lieu  ces  quantités  y/A' 
et  \  k\  lorsqu'on  y  remplace  lo  pjir      _^  .    >  a,  />,  c,  d  étant  des 

nombres  entiers  assujettis  à  la  condition  ad —  bc=  i,  résultent 
de  ces  formules  et  peuvent  être  établies,  comme  j'espère  le  mon- 
irer,  d*une  manière  simple  et  facile. 


I. 


Pour  abréger  Técriture,  je  conviendrai  de  désigner  les  quatre 
fonctions 

»{'¥)•  '■(:'¥)■  "(%')■  "•{'^) 

par  Ô(x),  6|(-r),  Tj(j7),  r^^[x)^  de  sorte  qu'on  ait,  en  mettant  en 
évidence  la  quantité  to  dont  il  a  été  question  tout  à  l'heure, 

6  (jr,  (i>  )  =  I  —  -ig  cosîJ*  -h  'iq^  co^\x  —  2 y*  cos6jr  -+-..., 
61  (jr,  w)  =  I  -h  27  COS2J?  -\-  'iq^  cos^.r  -h  iq^  cos6a^  -H. . ., 
T,  (jr,tu)  =  'à{'q  sin  J^  —  '2\/  y*  sin 3ar  -+-  •;►  yV/**  sin  ^ j:  — . . . , 
rj|(x,  ta)  )  a=  •iv^cosa:'-»-  '2\/^®cos3a^-H  ^y  7*^cos5a^  -+-.... 

G.*Ia  posé,  la  transformation  du  second  ordre  donnera  ces  deux 
systèmes  de  relation 

|2e«(x,  u>)  =  r/rrÂ-o  (t,  ^  j  -+-  /i  -  A-e,  /a?,  ^  H 1/^' 


H.  -  II 
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9   (:r,  o>  )  6|(x,  u>)  =  \k'  6(237,  20i)i/- — , 
Ti  (x,  to)e  (a:,  tu)=  -ï-rti  (a:,  -I  1/ — » 

7J,(a7,  (0)6,(27,  tu)  =  -ï— 7),  IX,   ~j    1/   —, 


lit 

--r>/ 


Tj  (a:,  u))6,^a:,  ti})=  -^^ ri   (  ^. -— ^ — li/  — » 

T^,(a:,(«j)e  (a:,aj)=  -4 ^«(^»~T~/V   T"' 

et  c'est  le  second  dont  je  vais  faire  usage  comme  il  suit  : 
Considérons,  par  exemple,  le  sinus  d'amplitude  :  on  aura 

2Kir  __     I     Yj(a:,  (u)_     1     7)(a7,  w)  6i(a7,  w  ) 
r.     ~  ^  WixTîâ)  ~"  ^  6(ar,  (u)6,(ar,  to) ' 

Or,  en  employant  la  première  et  la  cinquième  de  ces  relations,  on 
obtiendra  de  suite 


ou 


bien 


'^  ^'i\Jk       ^(aa:,  20)) 


sinam 


2Kar_   ^1  \/ q  f>\x\  X -^  \/ q^  ûvi'i  T  —  \Jq^'^%\nSx — ... 

ir  >/J   i—  iq^  co%^x  -\-  iq^  ço%%x  —  'iq^^  coi  11 X  -\-.. 


et  le   même  procédé  de  transformation,   appliqué   à  cosam 
2jKa: 

71 


iKx 


i  cos  am 


et  Aam -y  donnera  les  résultats  que  voici  : 

71  * 


A  am 


=  f        8    i    A    ;^ =  i/  A'    . 

T^i  f  X,  j  2a^~  ')'*9*'  "*""cos(4n-h  i)ar 
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et,  en  second  lieu, 

V                     /Z^     /              X                 /r77  /^  V^?*  y  ç8/i«-HWi  sin  (  8  71  -h  2  )  a? 
C05  am  --—  =  /I I  /  T-      -  -  /  


T^fa:,  —  I  *  >   9«'«'-^-«sin(4 71-1-1)07 

7)(a:,  —  )  ^^î/f«-t-/t  sin(4  n  -h  par 

Tels  sont  donc  les  modes  nouveaux  de  développement  des  fonc- 
tions elliptiques,  qui  manifestent  immédiatement  que  les  quan- 
tités ^k  et  v/Ar'  sont  des  fonctions  uniformes  de  a>.  Il  suffit  en  effet 
de  poser  x^o  dans  les  deux  dernières  équations  du  premier 
groupe  pour  obtenir 

,^r.,(o,  ^)        y (_,)"?"■- 


^l««-h/l 


c'est-à-dire  deux  des  formules  rapportées  plus  haut  d'après  Jacobi, 
et  dont  les  autres  se  tirent  aisément,  comme  nous  le  verrons  bien- 
tôt. Quant  aux  équations  du  second  groupe,  elles  donneraient,  en 
prenant  le  rapport  des  dérivées,  deux  termes  pour  :r  =  o. 


{/F5  = 


^(~i)«(4n-Hi)<7«'''-^ 


les  signes  ^  s'étendant,  comme  précédemmeni,  aux  valeurs  posi- 
lives  cl  négatives  de  n. 
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Mais  ces  nouveaux  développements  n'ont  pas  seulement  pour 
objet  de  conduire  à  ces  conséquences,  que  je  vais  donner  princi- 
palement en  vue  de  Tétude  des  quantités  \fk  et  yk  ;  j'en  indiquerai 
encore  un  usage  dans  la  question  suivante  : 


II. 


La  dérivée  de  sin  am\r  étant  exprimée  par 


v/(i  —  sin*  amx)  (i  —  k}  sin*  amT), 

il  est  naturel  de  se  demander  si  les  combinaisons  suivantes  des 
facteurs  du  radical 


X  (a?,  k)  =  /(i  -h  sin  ama?)  (i  -+-  A:  sin  amrr), 
^i(j*i  ^)'=  /('-+-  sin  amâT)  (i  —  A*  sin  amx) 


représenteront  aussi  bien  que 


cosamj:  =  /i  —  sin^am:r         et         A  ama:  =  /i  —  k^  sin*  ama? 

des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Or,  en  désignant  par  a  une 
racine  quelconque  des  équations  a(  j?)  =  o,  X|  (j^)  =  o,  on  recon- 
naît aisément  que  les  développements  \{a  -+-  s),  X,  (a  -f-  fi)  com- 
mencent par  un  terme  proportionnel  à  e,  de  sorte  que  d'après  les 
principes  connus  (*)  on  peut  assurer  déjà  que  ces  fonctions  sont 
uniformes.  On  trouve  en  eifet,  par  exemple, 


^  ,      , ,         ,         / T  v^i  —  Xrsin*  ame  —  cos  ams  Aamt . 

A(—  K  -h  e)  =  /1-4-  k- 


A  am£ 


et  la  quantité  sous  le  radical  est  une  fonction  paire  de  e,  qui  s'an- 
nule avec  cette  variable.  Mais  il  reste  à  trouver  leur  expression 
analytique,  et  Ton  y  parvient  d'une  manière  facile  comme  il  suit. 


(M    Voyez  l'ouvrage  de   MM.   Briot  et  Boiiqubt  sur   les  foiictifins  doublement 
périodiques. 
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Changeons  A"  en j-,  et  x  en  (i  -h  k')x^  en  employant  la  formule 


,[.„*■„,  1^]=- 


,           ,,         I  —  A'I       (I -+- A:')  sin  amarcos  amar 
sinam    (i-f-A^  )x,      ,    ^,     =  '—- , 


on  trouvera 


= v^i  —  A*  sin*  ama"  -+-  'i  sin  ^mx  ces  ama^  Aani^, 

Aaïua^ 


Aamar 


v/i  — 2  A-  sin*  aina^-T- A-  sin*  anij:^-+-2A'sin  ama*  ces  amx  A  ama?. 


Or  il  arrive  que   les  quantités  sous  les  deux  radicaux  sont  des 
carrés^parfaits,  à  savoir  : 

(CCS  ama:  +  sin  am  a:  A  ama:  )^     et     (A' sin  ama? -h  cos  ama- A  ama;)*, 

de  sorte  qu^il  vient  simplement 

.    r,  ,,         I  —  A'I  ces  ama? 

À  I  (  I  H-  a:  )ar,  t,    =  sin  ama:  -\ =  sin  ama?  -4-  sm  coama?, 

L  I  -h  A:  J  A  ama? 

.    r  ,,.        I  —  A'I  A'sinamar 

Al  I  (  I  -H  A:  ) a?, r?     =  cos  ama:  h =  ces  ama?  -h  ces  coama?. 

l  I  -t-  A-  J  A  am.r 

Posons  encore  avec  Jacobi 

A*)  =  i— ^,         K(*)=  i±^K, 

I  -h  A  '2 

ces  quantités  désignant  ce  que  deviennent  A*  et  K  par  le  change- 
ment de  q  en  q^  ou  de  co  en  2co,  et  mettons  ^-^^  au  lieu  de  x  ;  on 


aura 


îKa-                        îKa? 
sm  am h  sin  coam > 

7r  TT 


,     r4K^*'a-     ,,„! 

A,       ^î— j;; ,   At«'       = 

C'est  à  ce  moment  que  nous  ferons  remarquer  l'avantage  des  nou- 


iKx  iKx 

■■  cos  am h  cos  coam • 

7:  71 


lyS  OEUVRES    DE    CHAULES    HERIIITE. 

velles  formules 

ir,          (       fa>-Hl\ 
sin  am =     ^  ,  _:«  -r ^, 


2K^     .    */;r'  ^'M^^r; 

cos  am =  -r=  1/  T  •  iT. :  ' 


car  elles  donnent,  avec  le  même  dénominateur, 


_  LIE 
iVix        e      » 


^'(^'^) 


'^  V^âv'A'       ^(2^, '4w) 


2] 

cos  coam  —       — 

•2 


7:  i/2  V     ^"      ^  C  '^  ar,  2  0)  )  ' 

de  sorte  qu'ayant,  comme  on  le  vérifie  de  suite, 

/tOH-iX  /(U-+-i\  /-T  /  ^         "'X 

on  en  conclut,  en  remplaçant  x  et  (o  par  -  et  -> 

('IX  —  r    a»\ 

,      ^V^2l^  cos(4n-M)( ^ j 


et 


/TT        fix  —  TZ     a)-+-2\ 
*   /A-;    i'\q^{—i)"q     '      cos(4n-hi)f — \ 


a/: 


i  ^( — r)'»9"'cos2Aiar 


Dans  ces  formules.  A,  elA'|  désignent  ce  que  deviennent  le  module 
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el  son  complément  par  le  changement  de  w  en  -j  et  ont  pour 
valeur 

Sous  forme  de  séries  simples,  on  aurait 


,    ..          .             /- V- "*"•               9'»cos(4n-hi)(-  —  7  ) 
X  /ii^,  A  =  !li^V   (~n'.! \l il. 

-•  ,  _  ^  î 


SUR 

LES  FONCTIONS  DE  SEPT  LETTRES. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences^  l.  LVJI,  r863  (  H),  p.  750. 


En  représentant,  suivant  Tusage,  un  système  de  p  quantités  in- 
dépendantes par  la  notation  5/,  où  Ton  suppose 


«  =  o,     I,     2,     ...,    p—\, 


toute  substitution  entre  ces  quantités  pourra  se  représenter  analy- 
tiquement  de  la  manière  suivante  : 


v  \ 


la  fonction  ^{i)  étant  déterminée  de  manière  à  reproduire  dans  un 
autre  ordre  Tensenible  des  p  valeurs  de  l'indice.  Ce  n'est,  il  est 
vrai,  qu'une  abréviation  de  la  notation  explicite 


OÙ  cr,  6,  ..  .,  A-  sont  les  nouveaux  indires,  et  qu'on  obtient  immé- 
diatement par  la  formule  d'interpolation;  toutefois,  on  verra  qu'on 
en  tire  quelques  résultats  intéressants,  au  moins  à  l'égard  des  fonc- 
tions de  sept  lettres,  en  prenant  pour  symboles  de  distinction,  au 
lieu  des  indices  f  =:  o,  i ,  2,  . . .,  yt>  —  1 ,  un  système  de  résidus  sui- 
vant le  module/;.  Sous  ce  point  de  vue,  la  formule  d'interpolation 
se  simplifie  en  efl'et,  comme  nous  allons  d'abord  le  montrer. 
Soit,  pour  un  instant, 

?p(j-)  =  T(ar  —  i)(a7  —  2)...(ar — p -^  \)\ 
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on  aura,  comme  on  sait, 

a?ç(o)       (x — i)o'(0  (^ — />-♦- !)?'(/' —  0 

Or.  en  supposant  p  premier,  et  employant  le  théorème  connu 

:d(x)^  xP  —  X        (mod  p)^ 
d'où 

<p'(:r)s— -I. 

on  trouvera  immédiatement 

0(jr)  ^  —  a(xP-^—  I)  —  bx{xP-^  -+-  a:/»-»  -h. .  .-+-1) 

—  cx{xP-^  -h  1  xP-^  -h ...  V  iP-^ )  ~ . . . 

—  X:j^[xp-« -4- (/>  — 1)  a- A»-» -h  ...-+-(/>— i)A^*J. 

Ordonnant  par  rapport  à  or,  et  remarquant  que  les  nombres  a, 
é.  ...,  A-,  coïncident,  sauf  Tordre,  avec  un  système  de  résidus,  de 
sorte  que  leur  somme 

a -4- 6 -4-. . .-+- A:  =  o      (mod/?), 
il  viendra 

6(3-)  =  a  — a:       [6-4-  2/'-*c-4-.  ..-h  {p  —  i)P-*/:] 

—  a?«      [6-4-  2A^»c  -4-... -h  (/?  — i)P-»A:] 


—  j-P-t  [  6 -H  2  c        -+-..  .-4-(/?  — i)X:       J, 


ce  qui  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  du  degré  p  —  a,  et 
dont  voici  la  propriété  caractéristique  : 

Formons  la  suite  des  puissances 
et  soit,  en  général, 

Q«  r  x  )  =  (  /l  )o  -h  (  /l  ),  a:-  -4-  (  /l  ),  X»  H-  . . .  -+-  r  Al  )nip-'ï)  x**^P-'i\ 

je  dis  quon  aura 

(n)o-^(n  )p_,  -h  (  n  h,p-i)  -h ...-«-(  n  )^n-  v,  ,,,-1)  =  o. 
Effectivement,  a,  6,  . . .,  A  représentant  dans  un  ordre  quelconque 


l^'ï  QKCVftft^    »ft    «!ll4ftLftS    BftftVITE. 

=  i'  —  1*  ^...— A« 

^  o     '  mod  p  1, 

rl^.  %fpfU^  f^n'f.n  /rii minant  ddnâ  9*  <  x  >  les  paîssances  de  x  dont  l'ex- 
pff^ni  fM  ^rip^ripor  à  //  —  i,  ii  l'aide  de  la  relation  x^~'  ^  i,  le 
i'.tp^AfitÂ^.ni  du  terme  indéf>endant  auquel  on  sera  ainsi  amené  devra 

Kl,  r^/:iprfK|uefnent.  tout  poljnome  à  coefficients  entiers,  de 
de^r*^  p  -  Cl, 

f|Mf  remplir;!  <:('.%  rrondilions^  pourra  servir  à  désigner  une  substitu- 
tforif  c;ir  en  f^i^ant,  pour  un  inâtant, 

Im  fonr^lion  (:r  —  a)  (x  —  b),  ..(x  —  A)  coïncidera,  en  vertu  des 

rehition» 

a^-h  à^-h. .  .-h  k"  =  o, 

xP  —  X       ou       x(x  —  \). ,  .{x  —  p -\-\), 

ni,  pur  r()n.H(*({n<*nt,  ri,  /y,  . . .,  Xr  représenteront  un  système  de  ré- 
fiidufi. 

(livH  priMiiirres  nîinarques  faites,  nous  allons  les  employer  à 
rf^liidrdnM  Hubntitntions,  en  partant  de  ce  fait  évident  de  lui-même 
cpir,  rti  0(.r)  rsl  une  fonrtion  quelconque,  propre  à  représenter 
uiu*  Hut).Mhtn(i(>u,  la  suivante  : 

on  rxoluanl  la  valeur  a  rs  o,  aura,  quels  que  soient  ^  et  y»  la  même 
propri«4<^.  Or,  il  i»sl  aisé  de  définir,  dans  un  tel  ensemble  d'expres- 
îtiouji,  uno  formt*  r<v/w/Vf».  uni(|ue,  qui,  une  fois  connue,  donnera 
loMloH  loH  aulrt*s,  cl  ro  qui  se  présente  le  plus  naturellement  c'est 
do  délonuiuor  a  do  mauit^ro  i\  rendre  é^al  à  Tunité,  dans  3^jr\  le 
oooflioiont  do  la  puissance  la  plus  élevée  de  la  variable,  3  en  faisant 
dii^pardili'o  lo  oooflîriout  do  la  puissance  immédiatement  inférieure, 
ol  y  outiu,  do  sorte  qu'il   n  y  ail   pas  de  terme  indépendant.  On 
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pourra  même  cherchera  réduire  ultérieurement  2^(^),  en  considé- 
rant Texpression  oL^(ax),  où  il  restera  encore  un  entier  arbitraire, 
après  qu'on  aura  rendu  égal  à  l'unité  le  coefficient  du  terme  du 
plus  haut  degré.  La  notion  des  formes  réduites  ainsi  établie  pour 
les  fonctions  6(x),  nous  allons,  en  considérant  les  cas  de  />  =  5  et 
^  ^  "j,  montrer  comment  elles  se  déterminent. 

Premier  cas  ;  />  =  5. 

Les  formes  réduites  sont 

2^(3?)  =  T,      x^,      x^-\-ax\ 

la  seconde  est  à  exclure  attendu  que 

et  il  ne  reste  à  considérer  que  la  dernière  dont  le  carré  est 

ir« -+- 9- a -r* -h  a*  a?*  ^  JT*  (  I -H  a*  ) -H  ?.  a. 

Devant  faire  disparaître  le  terme  indépendant,  il  faut  poser 

a  ^  o; 

toutes  les  autres  conditions  se  trouvant  d'ailleurs  remplies  par 
l'expression 

il  en  résulte  que  la  totalité  des  substitutions,  pour  un  système  de 
cinq  lettres,  s'obtiennent  en  employant  pour  indices 

ajr-4-3,         a(.r -+- 8)' -H  Yî 

où  l'on  n'excepte  que  la  valeur  a  ^  o.  M.  Betti  avait  donné  déjà 
ce  résultat  dans  le  Tome  II  des  Annales  de  TortoUni  et,  récem- 
ment, M.  Brioschi  en  a  fait  l'application  la  plus  ingénieuse  dans 
son  beau  travail  sur  la  méthode  de  Kronecker  pour  la  résolution 
de  l'équation  du  cinquième  degré  {Actes  de  V Institut  Lombard, 
année  i858). 

Deuxième  cas  :  p^=  7. 

On  devra  partir  des  expressions 
^{x  )^  Xj      x^,      X*  -H  ax,       x^  -h  ax*  -+-  bxy       x*  -4-  oj?*  -+-  bx^  -+-  cx^ 
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dont  la  seconde  et  la  troisième  sont  d'abord  à  rejeter,  le  terme  in- 
dépendant existant  nécessairement  dans  le  cube  de  l'une  et  le  carré 

de  l'autre.  Soit  donc 

^(x)^x''-k-  ax^  -h  bx. 

Le  terme  indépendant  de  ^^{x)  donne  immédiatement  a  ^  o.  On 
trouve  ensuite 

d'où  cette  condition 

3  6»  H- ISO,        6  s  ±3, 

et,  par  conséquent,  ces  deux  formes 

Sr  ar)  =  x*-+-  3a:,         ar*  —  3a7. 

La  seconde  se  ramène  à  la  première  en  recourant  au  dernier  mode 
de  réduction  que  nous  avons  indiqué  en  commençant.  On  trouve, 
en  efl'et,  en  prenant  S7(;r  )  ^  ^*  —  3  j;, . 

a*  3r(  aa:  )  =  ar^  —  3  a^x^ 

de  sorte  qu'il  suffit  pour  y  parvenir  de  poser  a'  ^  —  i ,  c'est-à-dire 
de  prendre  a  non  résidu  de  7.  Cela  étant  connu,  on  obtient,  pour 
la  série  des  puissances, 

3r  (a?)  =    a^^  -h  3a;, 
'b^{x)  =  ^x^-^  3a:«, 
3r3  (  a?  »  ^    a"5 , 
bHx)^^x^'^    X, 
278(a:)  =  3a'5-h6a-V 

Ainsi  toutes  les  autres  conditions  se  trouvent  remplies  d'elles- 
mêmes. 

Soit,  en  dernier  lieu, 

&(  a"  )  ^  a?*  -h  ax*  -¥■  bx^  -h  ex  ; 

on  aura,  en  égalant  à  zéro  les  termes  indépendants  dans  le  carré, 
le  cube,  et  la  quatrième  puissance, 

ac  -h  «*  =  o, 

6(3  -^(Sac  -¥-  6*)3  0, 

ab^  -H  4  6* c*  -♦-  2 (  a fl  -t-  c' )  (  1  -^lac  -f-  6*  )  s  o. 
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La  seconde  équation  conduit  à  supposer  d'abord  6^0,  ce  qui 
réduit  la  dernière  à 

(•la  -h  c^)  ( I  -f-  2 ac )  ^  o. 
Or,  en  y  faisant 

c  s  —  -  a*  =  3  a*, 
®^le  donne  l'identité 

2(a-Ha^)(i  —  a*)^2(a  —  a^)=o; 

^n  a  donc  cette  expression 

^{x)  ^x'^  -h  ax^  -h  3a'^, 

^ù  a  reste  indéterminé,  mais  que  nous  pouvons  ramener  aux  cas 
de  a  ^  o,  a  ^  I  et  a  ^  3,  d'après  la  relation 

aS(aar)  ^  x^  —  aa^x^  -h  3  a* a* a*. 

On  vérifiera  aisément  que  la  cinquième  puissance  ne  renferme  pas 
d'ailleurs  de  terme  indépendant.  Supposons  enfin  que  b  ne  soit 
pas  ^  o,  les  deux  dernières  équations  donnent,  en  y  faisant  c  ^  3a^ , 

3_  3a3_^_  ^2  =  0, 

a  H-  a*  ^  o, 
d'où  ces  deux  solutions 

a   ^  o,  6  ^  zb  2, 

a'  ^  —  1 ,        6  ^  ih  I  ; 

on  en  conclut  ces  nouvelles  formes  ré'duites 

?S{X)  ^  iT*  it  2X*, 

^{x)  ^  j?*  -H  ax^  it  ar*  -H  3a* .r     (a  non  résidu  quadratique  de  7), 
que  nous  ramenons,  en  opérant  comme  tout  à  l'heure,  à  celles-ci  : 

2r(ar)  ^  a:*  -»-  3ar'  it  :r*  —  x. 

En  résumé,  toutes  les  substitutions  d'un  système  de  sept  lettres, 
au  nombre  de  5o4o,  se  trouvent  représentées  de  cette  manière, 
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la  fonction  0(:r)  prenant  successivement  ces  formes 

j-* -+- aa?* -+- 3 a* a:  (a  quelconque), 

x^  -h  ax^  ±  X*  -^  ia^x    {a  non  résidu  de  7). 

C'est  le  résultat  que  j'ai  déjà  indiqué  dans  une  Lettre  adressée  à 
M.  Brioschi,  et  publiée  dans  les  Annales  de  M.  Tortolini;  je  vais 
le  compléter  en  présentant  quelques  remarques  sur  les  diverses 
fonctions  2y(;r),  et  me  servant  à  cet  effet  des  formes  réduites  pré- 
cédemment obtenues,  savoir  : 

X^  ■+-  IX*, 

a:*  -4-  ar'  -+-  3  a?, 
a:*  -H  3a:^  —  x, 
a:»  -h  3a?'  db  a:*  —  x. 

A  l'égard  des  deux  premières,  je  distingue  en  deux  groupes  les 
valeurs  de  x,  suivant  leur  caractère  quadratique  par  rapport  au 
module  7  ;  on  trouvera  ainsi 

a:*  -+-  3a:    :=  ix  (x  résidu  quadratique  de  7), 

~  4^  (^  non  résidu  de  7^, 

ar*  -H  ix^  ==  ^x*  {X  résidu  quadratique  de  7)» 

=2  a**  (x  non  résidu  de  7). 

Pour  la  troisième,  je  distinguerai  les  indices  en  résidus  cubiques, 
et  non  résidus  par  rapport  à  7,  et  il  viendra 

a**  -+-  x'  -h  3a:  =  —  aa;         (x  résidu  cubique  de  7), 
^  -h  2x         [X  non  résidu  cubique). 

Pour  les  deux  derniers  enfin,  on  parviendra  encore  à  des  formes 
monômes,  mais  sous  un  point  de  vue  bien  dilFérent,  car  on  trou- 
vera 

a:* -+- 3  a:' —  a:  =  3  a:*,  a*  <  -  » 

^  —  3a:*,         a-  >  -> 

'1 
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et.  par  suite,  en  faisant  e  =  ±:  i , 

ar» -+- 3x3 -f- ea?*  —  a?  =  (3 -h  e)a:«,  ar<<-, 

s(— 3-he)a:«,         jr>^. 
2 

Ces  remarques,  qu'on  vérifie  facilement,  autorisent  jusqu'à  un 
certain  point  peut-être  à  supposer  que,  dans  Tétude  des  formes 
analytiques  de  substitution  pour  un  nombre  premier  quelconque/? 
de  lettres,  les  expressions  que  nous  avons  nommées  réduites  se  ra- 
mènent elles-mêmes  à  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en  consi- 
dérant les  valeurs  de  l'indice  comme  résidus  ou  non  résidus  de 
puissances  dont  l'exposant  diviserait/;  —  i ,  ou  bien  encore  comme 
divisées  en  ces  deux  séries 

p  —  I 
r  =  I,     2,     3,     . . .,  ^-— — i 

/>  -h  I        >o  -+-  3 
x=- ♦ 1      •••>      p  — I. 

Soit,  par  exemple  (*),  une  substitution  réduite  de  la  forme 

(   P^       \  (  f^       \ 

'^{x)  ^ax*^\x   *    -^  i)  ^  bx^\x    *    — 1/ : 

il  est  clair  qu'on  aura  simplement 

^(x)^'iax^        (jr  résidu  de /?), 

^ibx^        {x  non  résidu  de  /?); 

c'est  à  cette  catégorie  qu'appartient,  dans  le  cas  de/>=  -j,  l'expres- 
sion 

^(X)     =     J"*     'lX*y 

qui  vérifie  les  relations 

3j[a?J(x)  -h  6]  s  •jLab''3j(  x  h j-r-  \  -\ (6» -h  ib*)    (a  résidu  de  7), 

^\^(x)\  ~x. 


iS  ^v;int  cet  exemple  dans  lequel  p  est  un  nombre  premier  quelconque,  Her- 
mite  donne  un  autre  exemple  où  p  ^  3  (  mod  4);  nous  l'avons  supprimé  dans  le 
texte,  CdF  le  passage  nous  parait  conlcnir  des  incxaclitudes.  E.  P. 
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Il  en  résulte  qu'on  a  un  système  de  168  substitutions  conjuguées 
représentées  ainsi  : 

i  -4:  )  {  z^  ) 

(»        j  [        (a  résidu  de  7); 

d'où  cette  conséquence,  indiquée  pour  la  première  fois  par  M.  Kro- 
necker,  qu'une  fonction  de  sept  lettres,  invariable  par  ce  système 
de  substitutions,  ne  peut  avoir  que  trente  valeurs  distinctes. 


EXTRAIT 


LETTRE   DE  M.   HERMITE  A  M.   BRIOSCHI. 


Journal  de  C relie j  t.  63,   1864,  p.  3o. 


«   En  appelant,  comme  vous  le  faites  (*),  U  la  forme  cubique 
proposée,  H  le  hessien,  R  le  covariant  du  sixième  degré,  et 


d\.] 

d\} 

dV 

dx 

dy 

dz 

rfH 

rfH 

dH 

dx 

dy 

dz 

dV. 

dK 

dK 

dx 

dy 

dz 

e  = 


le  covariant  du  neuvième  de^ré  que  vous  avez  à  bien  juste  litre 
introduit  dans  la  théorie,  j'ai  remarque  (ju'il  est  décomposable  en 
facteurs  linéaires  et  que  tous  ses  invariants  sont  des  puissances  du 
discriminant  de  U.  On  le  prouve  au  moyen  d(î  l'expression  corres- 
iMmdante  à  la  forme  canonique  Ij  =  x-^ -i-y^ -i- z^ -^  6/xyZn  qui 

e  =  R(x^^y^)(y^—z^)(z^^x^), 

abstraction  faite  d'un  facteur  numérique,  R  «'tant  le  discriminant. 

>»    iJ'une  manière  analof^ue,  en  ajoutant  aux  troi.s  contra\ariants 

cpie    M.  Cayley  désigne  ainsi,  P[',   (^U,   FL,  le  contra\ariant  du 


<  ')  Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences,  i.  L\I,  i8f)3  (1),  p.  :\o\. 
H.  —  II.  1.; 
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neuvième  degré 

dPU     dl'V     dPV 


i2  = 


d^  dr,  dX, 

rfQU  ^QU  e/QU 

d\  di,  dX. 

dY\}  rfFU  dY\} 


d\  dr,  d- 

on  parviendra,  si  l'on  supprime  un  facteur  numérique,  à 

d'où  résultent  les  mêmes  conséquences  que  pour  6. 

»  Mais  la  valeur  de  û  sous  forme  de  déterminant  suggère  natu- 
rellement d'appliquer  votre  méthode  à  la  relation  PU  =  o  en  mul- 
tipliant par 

«       P       Y 
A=       Ç       r,       ; 

di  rfi)   </; 

ce  qui  donne 

Ui  =  3(Qi:  </FU -aFU  rfQU)/'a '"''^' 


di 


P 


dn 


rfPU\ 


SOUS  la  condition  admise  PV  ==  o. 
»   ElVectivemenl  il  est  aisé  d'ohlenir 


i2i=  FU(QU)*— -iTcFU  QU)«-+-  R(FU)». 

T  étant  Tinvariant  du  dixième  ordre  et  R  le  discriminant.  Faisant 
donc 


on  aura 


ai 


/fU 


dPV\ 


tl=(FU)V«*-'2T5«-hR 
et,  par  suite, 


rfPU 


•P 


rfPU  e/PU 


=  —  6 


dz 


/5*  — aT-««-+-R 


Mais  le  point  le  plus  essentiel  est  d'obtenir  Texpression  de  û*  en 
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fonction  rationnelle  et  entière  des  covariants  et  contravariants, 
ainsi  que  vous  Tavez  fait  à  Tégard  de  6'  et  des  trois  covariants. 
Voire  méthode  qui  emploie  les  quantités  Sab^  T^^de  M.  Aronhold 
mayant  entièrement  échappé,  voici  celle  que  j'ai  suivie.  J'ai  pris 
pour  point  de  départ  les  expressions  canoniques  données  par 
M.  Cayley 

Pl=-/(t«^V-HC»)^(4/'-i)£TiC  =  o, 
FU=-4(i-h8/»;(Vî:' -+-;'£' -H  $»V) 

d'où  Ton  tire,  en  faisant 

(o  =  1-1-8/», 
i—  AI* 

^.;,^Ç.ç.+  ç.V  =  __LFU  +  l=i^(QU)«, 

de  sorte  que  le  résultat  cherché  s'obtiendra  en  calculant  le  discri- 
minant de  l'équation  du  troisième  degré 

t'-r-  '-y'QV  +  t\--r!-FV+  '~'f^'(QU)«1-<-4(QU)»  =  o. 
Ou  eu  faisant 

OU  a  la  transformée  plus  simple 

(0  Ct>  lu* 

vi  Ton  en  déduit,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique, 

=  — JFU(QU)^~2(i  — -Ao/»— 8/6;(FUQU)»-+-a)>(FU)»l, 
t't  par  suite  le  résultat  ci-dessus. 
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»  Peut-être  ne  serait-il  pas  sans  intérêt  de  rapprocher  la  substi- 
tution précédente  de  la  vôtre  appropriée  à  l'équation  PU  =  o,  el 
aussi  d'envisager,  à  la  place  des  équations  L=  o  et  PU  =  o, 
celles-ci 

aV -^  bUV  =  o,        aPU-h6QU  =  o.  » 

Paris,  -21  février  i863. 


SUR  UN  NOUVEAU  DÉVELOPPEMENT 
EN  SÉRIE  DES  FONCTIONS. 


Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences,  t.  LVIH,   i864  (I), 

p.  9^  et  266. 


I^es  fonctions  uniformes  de  plusieurs  variables  à  périodes  simul- 
Unées  par  lesquelles  MM.  Weierslrass  et  Rieinann  ont  résolu  le 
pmblèine  de  l'inversion  des  intégrales  de  différentielles  algébriques 
quelconques  sont  représentées,  comme  Ton  sait,  par  le  quotient 
dv  deux  séries  telles  que 

y  g-y(xH-/n,  jr-H/i,  z-^p,  ...)^ 

OÙ  3  dé>igne  une  forme  quadratique  dont  la  partie  réelle  est  définie 

et  jx)silive,  le  signe  ^  s'élendanlà  toutes  les  valeurs  des  nombres 

♦'niiers  w,  n,  p,  ...  de  — oo  à  -h  00.  L'élément  fondamental  de  ces 
nou\«'lles  transcendantes,  ainsi  donné  par  l'expression 

e  ?•:*,/,=,...>, 

se  pré>ente  dans  toutes  leurs  relations  analytiques,  et  acquiert  par 
là  une  importance  dont  il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé.  La 
tliéorir  des  fonctions  elliptiques,  déjà  assez  avancée  pour  donner 
ridée  dv  ce  qu'on  doit  attendre  de  ces  transcendantes  à  plusieurs 
variables,  justifie  particulièrement,  à  Tégard  de  l'expression  e~  *\ 
ce  caractère  d'élément  essentiel  dans  l'expression  de  leurs  pro- 
|»ri«*lés,  i*t  qu'on  ne  peut,  en  ([ucflque  sorte,  perdre  de  vue  dans  les 
n-cherclies  auxquelles  elles  conduisent.  C'est  ce  qui  m'a  amené  à 
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celte  remarque,  que  les  exponentielles  e"^*  et  ^-çU,/,*, ..)  donnent 
naissance,  comme  le  radical 

(i  —  2ad7-4-a*)    *, 
et  l'expression 

[i  —  iaL{xy  -4-  cosSy^'i  —  x^^i — ^*)-+-  «*]"  ', 

qui  joue  le  principal  rôle  dans  plusieurs  des  plus  importantes 
questions  de  la  Mécanique  céleste,  à  un  système  de  polynômes 
entiers,  pouvant  servir  au  développement  des  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  Mais,  tandis  que  les  fonctions  de 
Legendre  et  de  Laplace  conduisent  à  des  développements  où  les 
variables  sont  renfermées  dans  les  limites  — i  et  -hi,  il  sera 
nécessaire  ici  d'embrasser  toute  l'étendue  des  valeurs  réelles  de 
—  00  à  -f-oo;  on  verra,  du  reste,  entre  les  propriétés  d'expressions 
d'origine  si  différente,  l'analogie  la  plus  complète.  Je  commencerai, 
afin  de  la  mettre  dans  tout  son  jour,  par  le  cas  des  fonctions  d'une 
seule  variable  et  des  polynômes  semblables  à  X,,  qui  se  tirent  de 
l'exponentielle  e~'^. 


I. 


Désignons  par  e~''U„  la  dérivée  d'ordre  n  de  e~'',  de  sorte 
qu'on  ait  successivement 

Uo=i, 

Ul  =  —  -237, 

11^=  \(Sx'* — 48-^'-Hia, 


et,  en  général. 


— r -{•XX)'*  ■♦'-H.  .., 
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OU,  SOUS  une  autre  forme, 

,(,^0...(J^.)  '•'•'•^  ..2.3.4.5.6 


n(/i-9.)(/i-4)(/i  — 6)  ^ 

1.2.3.4.3.6.7.8  *"' 


quand  /i  est  pair,  et 

(-1)   •     Vn 

an(/»  — !)...(  ^^j 


=  ^ aa:'  H — :— 7 —  2*0:» 

1.2.3  1.2.3.4.3 


(/i-i)(/i-3)(/i-5)^3^. 


i.*. 3. 4. 3. 6. 7 
quand  n  est  impair. 

Cela  posé,  on  démontrera  aisément  les  propositions  suivantes  : 

I.  Trois  polynômes  consécutifs  U,i^i,  U,,,  U„_i  sont  liés  par  la 
relation 

Urt_Ki-+-  2J^U«-H  2/lUn-l  =  o 

et,  par  suite,  peuvent  être  considérés  comme  les  réduites  succes- 
sives de  la  fraction  continue 


7LX  — 


2X ^— g 


On  a  de  plus 


cl  Ton  en  conclut  l'équation  du  second  ordre 

—  XX—j^  -4-2/lU«=0. 


dx'^         '      dx 

2.   L'équation  U„=o  a  toutes  ses  racines  réelles;  ces  racines 
sont  en  valeur  absolue  comprises  entre  les  limites  —  et  l/ — ; • 
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,■4-» 


e'^'Ufidx  est  nulle,  quel  que  soit  n,  sauf 

/i  =  o,  et  la  suivante    /        e~^*Vn  {]„'  dx  est  nulle  quand  n  est  dif- 
fcrenl  de  //.  I^our  n  =  fî',  on  a 

/         e-^'l  :*rfir  =  2.4.6..  .2/1. /îr. 

4.  Tout  polynôme  entier  F(x)  du  dejçré  n  peut  être  exprimé 
ainsi 

les  quantités  Aq,  A,,  ...  étant  des  constantes.  11  suffît,  en  effet,  de 
remanpier  qu'on  a  pour  une  puissance  quelconque 

^  n(n  —  0(/t  — 2)(/i-3)(/t  — 4)(/'  — 5),,       ^ 

et  en  général  il  en  est  de  même  de  toute  fonction  F(:r)  en  prenant 

A„=  ! -f       <?--'U«F(x)e/ar. 

2.4.6. .  .in.yr.J-» 

Un  des  caractères  de  ces  développements  consistera  en  ce  qu'ils 
gardent  la  même  forme  après  la  différentiation  et  l'intégration  ;  on 
a  en  ellel 

J                             2  ^^     n 
o.   Kn  particuli(T,  on  obtiendra  t 

ctmawJ-  =  ^    «M  to UjH T— -Lt  — . .  .  ), 

\  1.2  l.2..i.4  /' 

V  I  \.1.\  I . 2 . 3 . i . J  / 


siii>.(ua*  =  —  e~ 


NOUVEAU    DÉVELOPPEMENT    EN    SÉRIE    DES    PONCTIONS.  297 

Ci»s  <livers  résuhats  se  retrouveront  d'ailleurs  à  Fëgard  des  fonc- 
tions plus  générales  qu'on  tirerait  des  dérivées  successives  de  Tex- 
pression  e""^',  que  j'ai  reconnu  indispensable  d'employer  dans 
certaines  circonstances.  Sans  m'y  arrêter  en  ce  moment,  j'arrive 
aux  polynômes  analogues  à  U„,  et  qui  renferment  un  nombre 
qu<'i('unque  de  variables  ('). 


(')  Ko  posant  x  =  2 cosçp,  les  quantités  V„  =  2 cos/iîp,  U„=  ^ seront 


sin  -  9 
2  • 


aussi  des  polynômes  du  degré  n  en  x,  tels  que  les  intégrales 


»eront  nulles  ou  égales  à  2it  suivant  que  n  est  différent  de  n'  ou  lui  est  égal.  Ces 
polynômes  satisfont  aux  équations  différentielles 

/    ,       /  V  ^^tJ„  ,  ^  du,,  ,  ,  _, 

^^  ^^^~d^  -h2(ar-4-i)-^  -/i(/i-f-i)U„  =  o, 

dont  la  première  est  donnée  dans  V Algèbre  supérieure  de  M.  Serret.  On  peut 
rgalemeni  les  considérer  comme  les  dénominateurs  des  réduites  successives  des 
fractions  continues  suivantes  : 


yjx^^  —  4 


fl 


\    X  -\-  -1 


Je  n'ai  pas  besoin  enfm  de  rappeler  les  polynômes  P/"'  de  M.  Lamé  dont  les 
propriétés  ont  été  exposées  avec  tant  de  simplicité  et  d'élégance,  par  l'illustre 
géom<^lre,  dans  son  Ouvrage  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les 
surfaces  isothermes.  • 
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II. 


Soit  o(x,  y,  5,  . . .)  une  forme  quadratique  à  ix  variables  x^  y, 
z,  ...  et  dont  la  partie  réelle  soit  définie  et  positive  :  désignons  par 
^(x,  r,  2,  ...)  le  contrevarianl  quadratique  ou  forme  adjointe  de 
Gauss,  et  par  8  l'invariant.  Nous  considérerons  deux  systèmes  de 
polynômes  rationnels  et  entiers  en  j;,  ^,  5  . . .  qui  seront  définis  de 
la  manière  suivante. 

Développons  en  premier  lieu,  suivant  les  puissances  des  ac- 
croissements A,  A|,  Aa,  ...,  l'exponentielle 

et  en  remplaçant,  pour  abréger,  le  produit   1.2. 3... ai   par  (/i), 
posons  Tégalité 

^d{n){n  ){n  )... 

les  quantités  U„,«',,|-, ...  rationnelles  et  entières  en  x^  y^  3,  ...  et 
d'un  degré  égal  à  /i  4- /i' •+- /i" 4- . . .,  formeront  le  premier  système. 
Le  second  s'en  déduira  par  une  substitution  linéaire  elFecluée 
sur  les  accroissements  A,  A,,  Aj,  . . .;  en  introduisant  le  polynôme 
•]^(A',  A*!,  A'a,  . . .),  nous  ferons 

,       d^  .         d^  .         d^ 

^=dk'         ^'^dFr         ^'^dF,' 

et  ils  seront  définis  par  le  développement  suivant  les  puissances  de 
A-,  A,,  A-a,  . . .  de  l'expression 


/      fi'\,         rf'V        «'4'        ^ 


Nous  les  désignerons  par  V,,^;,'^,,", ...,   en  posant,  comme  tout  à 
rheure. 


d'b  d'b  d'b 


("3' '-.'."S- •••)...-... 2;^;^?fev.,..._ 

Voici  maintenant  comment  s'obtient  leur  propriété  caracléris- 
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tique.  Soit,  pour  un  instant, 

♦(x,jr,  *,...)=  ?(a?  -h  A,  ^  -h  Aj,  «  -^  A,,  . . .) 

on  aura,  d'après  les  équations  mêmes  de  définition, 

^  2à(n)(n')(n-)..  r  "'"''' -• 

Multiplions  par  dxdy dz  ...  les  deux  membres,  et  intégrons 
|ifois  entre  les  limites  —  »  et  +  »;  l'expression 

/  /         ...  «-*(•'. .> •  -. •••'  dxdydz... 

nous  conduira  au  résultat  par  une  transformation  bien  simple. 
Posons,  en  effet. 


les  limites  des  variables  ;,  r^,  î^,  ...  .seront  toujours  —  x  et  H-  x, 
et  Ton  vérifiera  sans  peiné  que 

^/  ,1.        ^  /  do  d'b         d':>    M         do     d^  \ 

L'intégrale  cherchée  est  ainsi  ramenée  à  celle-ci  : 


/t^ 


Mais  de  plus,  et  d'après  la  nature  du  polynôme  adjoint 

^ik,  X-,,  A-,,  ...), 
on  a  l'identité 
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de  sorte  que  nous  parvenons  à  la  relation  fondamentale 

(/i)(n')(n")...  ^''•''''«'••••'<2-(n)(n')(n')...  ^'»' «''«'••- 
Il  en  résulte  immédiatement  cette  conséquence  que  Tîntégrale 

s'évanouit,  si  aucune  des  différences  n  — m,  n! — m',  /i' — m*',  ... 
n'est  nulle,  tandis  qu'en  supposant  n  =  /w,  /i'=  m',  /i*'=  m*',  . . ., 
on  a 

f        f         "'^~'^^''^'^""'^n^n\n',..yn,n\n%...dxdydz,,. 

=  l/^(/i)(n')(/i')...(48)«-^-«-^-«'-^--.. 

Celte  proposition  peut  servir  de  base,  comme  on  voit,  à  l'élude  du 
développement  d'une  fonction  F(x^  j%  2,  . . .)  sous  cette  double 
forme 

F(^0%  -ï  ...)=^A.„,n',n-,  ...IJn./i',  «',...  =  ^B«,  „',„*,..,  V„,„',  „-,...; 

les  coefficients  élant  ainsi  déterminés  : 

""•"•■'■'•••=,>o(.')u')-v/s/r/r---'"'"""-' 

Mais  la  recherche  des  propriétés  des  polynômes  U  et  V  doit  natu- 
rellement précéder  cette  question;  dans  une  autre  occasion, 
j'essayerai  d'y  revenir. 
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m. 

Je  vais  donner  quelques  nouvelles  remarques  sur  les  polynômes 
tirés  des  exponentielles  e" "^'^  ^-?(x,j,2,...)  ^^  ^^\  peuvent  être 
employés,  comme  je  l'ai  fait  précédemment  (Comptes  rendus, 
t.  LVni,  séance  du  1 1  janvier),  au  développement  en  série  des 
fuaclioQS  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  J'indiquerai,  en  premier 
lieu,  une  modiCcation  légère  à  apporter  à  leur  définition,  et  dont 
Teffet,  comme  on  le  reconnaîtra,  est  de  simplifier  leurs  expres- 
>ions  algébriques.  Ainsi  les  équations 

^(n)(n')(n')...     "'"'''  "- 
que  j'avais  d'abord  données,  seront  remplacées  par  celles-ci  : 

Ku  particulier,  pour  le  cas  d'une  seule  xariable,  je  poserai 


e    ^  =  e 


el  l'on  aura  de  la  sorte 

mn—i)         ,         .       ni  n  —  i  )i  n  —  A)(  n  —  i) 
t„=a'*T'* la^-ïx'»-*-  


2  2.4 

/l  (  /l  —  I  )  ^  /l  —  •>.  M  /l  —   J  »  ■  /l  —  î  M  /l  —    *  ) 


^//-  »j;«    «. 


7.. 4.6 

ce  qui  montre  déjà  la  simplification  donl  je  parle.  Ordoimanl  par 
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rapport  aux  puissances  ascendantes,  on  obtiendra  pour  n  pair 

n 


1 .3.5. .  .n  —  I  .a' 

_  nax^        n(n — 2)a'j^*        n(n  —  2)(/i  —  4)«'^' 

""  '         ïTi"  "*  I.-2.3.4  1.2.3.4.5.6 

et  pour  /i  impair 
(-1)  *   u„ 


1 .3.5. ,  .n,a  ' 
__    _  (n^i)ax^       (n—i)(n  —  'i)n^x^  _  (/i  —  i)(yi  — 3)(/i  —  5)a*ar^ 
""^  1.2.3        "^  1.2.3.4.5  1.2.3.4.5.6.7 

A  ces  formules  j^ajouterai  encore  les  relations 

e      *  U«^  =  i.2.3.../i.a«l/  — . 
Maintenant  j^arrive  aux  polynômes  à  plusieurs  variables. 


IV. 


Soil,  en    considérant  pour   plus  de  simplicité  le  cas  de  deux 
variables  seulement, 

nos  polynômes  seront  définis  par  l'équation 


_  1 
e 


OU  bien 
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On  trouvera  ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 
ax  -h  by  =  ^^         bx  H-  cjr  =  r^, 


les  valeurs 


Uo.o=i,  U,,o=    $»  -3a5, 

U,,o=  ?*  — «,         Uo.3=  ï;'  —  3cr„ 

U,.,  =  Çti  — 6,         U4,o=   5*  -6aÇ»-h3a«, 


Uo,t  =  TJ«  —  c,  

(it'néralement,  soit 

2  2.4 

cV>i-à-dire  l'expression  même  de  U„,  quand  on  y  aura  mis  —  au 
lieu  de  .r;  on  aura 

t.«.«=F,„({,a)F„(T,,c)— /n/i6F„,-,(5,a)F„_,(r^,c) 

H ^^ *'  F,;,-.,($,  a  )  F„_,(Tfi,  c) 

/n/i(/n-i)(/i—  i)(/n— 2)(/i— 2)^,^ 


A  l'égard  des  polynômes  V„i^,i,  Téquation  de  définition  donnera 


l(m)(Ai) 

d'où  Ton  voit  que  leur  expression  coïncidera  avec  la  précédente  en 
mettant  x  et  y  au  lieu  de  Ç  et  rj,  et  en  remplaçant  a,  6,  c  par  les 

coefficients  de  la  forme  adjointe  ti  — g->  -  divisés  par  le  détermi- 
nant 0  =  €/c  —  6*.  Cela  posé,  on  obtiendra  aisément  les  relations 


et  celles-ci 
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d'où  se  tirent  les  deux  équations  linéaires  du  second  ordre  aux 
diflérences  partielles 

fi^*U//i,«     ,     /  d^^m,n  dV,n,n     .     ^wt 

Je  joindrai  aussi  à  la  relation  fondamentale 

t/__  go         ^^_  M 

les  suivantes 

sous  la  condition  m  >/>,  et 

en  supposant  n>  q.  On  en  déduit  aisément 

9 (a:)  et  S(y)  étant  les  polynômes  entiers  en  x  eiy  des  dej;rés  m  —  i 
et  /î  —  I,  à  coefficients  arbitraires.  Voici  la  conséquence  qu'on  en 
déduit. 

V. 

Je  dis  que  l'équation  U,n,„=o,  considérée  par  rapport  à  ar, 
admet  au  moins  m  racines  réelles,  quel  que  soit  v,  et  envisagée 
par  rapport  'd  y^  n  racines  réelles  quel  que  soit  x.  Employant  en 
elVet  la  belle  méthode  donnée  par  Legendre  dans  les  Exercices  de 
Calcul  intégral  pour  les  fonctions  X,,,  je  supposerai  i  racines 
réelles, 
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I  étant  moindre  que  m;  et  en  faisant  pour  un  instant 

/(ar)  =  (ar  — a:,  )(ar  —  a:,). .  .(:r  —  ar/), 

je  prendrai  8(j:)  =  y(j:),  ce  qui  donne  l'égalité 


/; 


e    *'^'^'^V*^^)P(^)^^  =  o- 


On  en  conclut  que  le  polynôme  F(j:)  change  de  signe  au  moins 
une  fois  entre  —  oo  el  -4-  oo,  sans  quoi  l'intégrale  ayant  tous  ses 
éléments  positifs  ne  pourrait  s'évanouir,  de  sorte  qu'on  peut  ajouter 
une  nouvelle  racine  réelle  aux  précédentes,  et  poursuivre  ainsi 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  amené  à  la  limite  du  degré  de  8(^).  Cela 
donne  par  conséquent  ni  racines  réelles  pour  j:,  et  en  opérant  sury 
on  trouverait  de  même  le  résultat  annoncé.  Mais  on  peut  aller  plus 
loin  et  établir  que  l'équation  U;„,„=  o,  considérée  par  rapport  à  x 
ou  y,  a  toujours  toutes  ses  racines  réelles. 

Remontant  à  cet  eiFet  à  la  définition  même  de  nos  fonctions, 
savoir 

.  «'    ^u„..„=(-.)-'^  J„^^,.     . 

je  remarque  qu'on  a  pour  m  =  o 

Lo,„  =  (-i)" -^^ , 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

Or  on  a,  d'après  l'expression  générale  précédemment  donnée, 

et,  en  vertu  de  la  liaison  remarquée  entre  F,,  et  les  fondions  l'„  à 
une  seule  variable,  nous  sommes  déjà  assurés  que  Téipiation 
Ip  „=  G  admet  n  racines  réelles  par  rapport  à  r,  =  bx  H-  cy^  et 
par  conséquent  par  rapport  à  x  quel  que  soit  >^.  Le  facteur  expo- 
nentiel   étant   toujours   positif,    on    en    conclut    ({uc    la    dérivée 

H.  —    II.  20 
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—  -  ç  I  .»•,  y  ) 

-T —  a  /î  —  1  racines  dans  l'intervalle  des  précédentes. 

Mais,  en  raison   de   ce  même  facteur   eiponentiel,   l'expression 

^    *  Uo,/i  s'annule   pour  x  =z  —  oo  et  ^=r-|-oo,  d'où   résulte 

nécessairement,  dans  la  dérivée,  deux  nouvelles  racines,  l'une  entre 
—  00  et  la  plus  petite  racine  de  l'équation  Uo,„=  o,  l'autre  entre  la 
plus  grande  et  -h  oo.  11  est  prouvé  par  là  que  la  nouvelle  équation 
U|,/,=  o  admet  /i -f- i  racines;  et,  en  continuant  de  proche  en 
proche  le  même  raisonnement,  on  établira  l'existence  de  m  -+-  /i 
racines  réelles  pour  l'équation  U,»,/,  =  o,  dont  le  degré  est  m  -h/i 
par  rapport  à  x.  La  même  chose  aura  lieu  évidemment  à  l'égard 
de  j%  et  notre  proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 


VI. 


Je  terminerai  par  une  remarque  sur  la  valeur  limite,  lorsqu'on 
suppose  n  très  grand,  des  termes  du  développement  d'une  fonction 
F(j")  par  la  formule 

F(r)=2A«U„, 

où  le  coefficient  A„  est,  comme  on  l'a  dit  précédemment,  déterminé 
par  la  relation 

/ —    /»-♦-•  _  ^•** 

An=  ' nW—    I  ^        ^     V„F(x)dx, 

et  qui  pourra  servir  à  la  recherche  des  conditions  de  convergence 
de  ce  développement.  Suivant  à  cet  effet  la  méthode  donnée  par 
Laplace  dans  la  Connaissance  des  Temps,  année  1827,  et  appli- 
quée par  ce  grand  géomètre  aux  fonctions  X,,  de  Legendre,  je 
représenterai  l'intégrale  de  l'équation 

-7— r ax  —z h  an  Urt  =  o 

dx*  dx 

par 

U„  =/?  sin(ir/a/i)4-  q  cos{x ^an). 

En   substituant  et  égalant  séparément  à  zéro  les   coefficienLs  de 
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sini  x\an  )  et  cos(  ary/o^),  on  aura 

dp  \      l'd^q  dq\ 

dq  ï      /d^P  dp  \ 

et  par  suite,  en  négligeant  les  termes  divisés  par  ^/i, 
dp  dq 

d'où 

I^s  constantes  a  et  ^  se  déterminent  d'après  la  condition  que  U/t 
soit  une  fonction  paire  ou  impaire  de  x^  suivant  que  n  est  lui-même 
pair  ou  impair,  et  en  comparant  au  premier  terme  des  développe- 
ments 

(-i)«U«=i.3.5...n-i.a*(i-^i^ -+-... y 

n-H  «-+-1  _  .  •  -1 

(—1)*    U«=i.3.5...n.a  *    \^—' — f^^J H...    . 

On  obtient  ainsi  pour  n  pair  l'expression  limite 

A„L„=1/— •«*   cos(ar^ân)x  -    /        €      *    F(ar)cos(arv/ân)Éte, 
l     '^  *^  ^ '-  • 

et  pour  n  impair 

A„Lrt=l/--^  *   sin(ar/an)x  -    /        «      *    F(a7)sin(ar/ân)éjtr. 

Kn  mettant  dans  les  intégrales  -—=  au  lieu  de  x^  on  peut  dire 

y  an 

enrore  que  les  termes  du  développement  \^A„U„  tendent  de  plus 

en  plus  à  se  confondre  avec  ceux  de  la  série 

fl.r« 

tf*    ^ -[flr„c<)s(j-v/«/i)-H6n  sin(arv/ân)], 
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OÙ  l'on  suppose 

an=  -   I        e    *"  F(  -^  jcosaréjtr, 
^*/_.  \vanj 

Ces  expressions  en  série  au  moyen  du  polynôme  U,,,  d'après  une 
observation  importante  faite  par  M.  Bienaymé  à  Toccasion  (fun 
Mémoire  de  M.  Tchébichef  [5ar  les  fractions  continues  {Journal 
de  M.  LiouvillCy  année  i858)],  appartiennent  à  cette  catégorie  très 
étendue  de  développements  qui  donnent  des  formules  d'interpola- 
tion par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Je  remarquerai  enfin  que 
la  quantité  U„  s'offre  dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  a  été  déjà 
considérée  par  M.  Sturm  dans  son  beau  Mémoire  sur  une  clause 
d^ équations  aux  différences  partielles  (*).  Si  l'on  désigne  par  u 
la  température  d'une  barre  non  homogène,  de  petite  épaisseur, 
placée  dans  un  milieu  d'une  température  constante,  on  a,  comme 
on  sait,  l'équation 

du  \    dx]       , 

Considérant  le  cas  où,  pour  x=S,  ^  =  t,  la  fonction  u  s'annule 
avec  ses  /i —  i  premières  dérivées  par  rapport  à  x^  M.  Sturm  donne 
l'expression  suivante 

où  le  polynôme  P,  en  faisant 
a  pour  valeur 


P  = 


{in)        (2/1  —  2  )        I .  A  Ci  /i  —  4  )        1 . '2 . 3  (  •>. /i  —  6  ) 


Or,  on  a  ainsi  précisément  la  fonction -j— Lj/i,  en  supposant 

la  constante  a  égale  à  -• 

(  '  )  Voir  Journal  de  Liouville^  t.  t,  p.  873. 


EXTRAIT 


LETTRE'  DE  M.  HERMITE  À  M.  BORCHilRDT. 


Journal  de  C relie f  t.  64,  i865,  p.  294. 


u  Partant  de  ce  résultat  si  beau  de  Jacobi,  savoir 


X„  = 


£/«(ar«— i)« 


i.a.../i.2'»  dx'* 

j'ai  considéré  des  polynômes  à  deux  variables 

sous  la  condition  a  -f-  ^  =  /i,  ou  plus  généralement 

d"  iax^-^-  'i.bxy  -\-  c  y*  —  r  )" 
rfrr«  dy^ 

en  imitant  exactement  comme  vous  voyez  le  mode  de  généralisation 
p<)ur  passer  des  séries  elliptiques  \^(?'"^"^'"''**  aux  séries  abéliennes 

h^  songeais  en  même  temps  à  la  modification  correspondante  à 


(')  t-ne  exposition  plus  détaillée  du  sujet  traité  dans  cette  lettre  se  trouve  dans 
Ie4  Comptes  rendus  de  l'Académie  dex  Sciences  de  Paris,  année  t865,  séances 
du  3o  et  à-j  février,  du  6  et  i3  mars.    Voir  aussi  Hkrmitk,  Œuvres,  t.  Il,  p.  319. 


3to 
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apporter  nu  radical  y^i  —  aeï^  +  rt^,  et  c'est  auï  expressions  sui- 
vantes 

/i  —  aaj"^  îiè^  H- a* -h  é*, 

011  

y^  I  —  3  a  J?  --  1 6j^  -h  A  a'  -+-  1 B  aè  "h  C  A'» 

que  je  me  suis  arrêté  tout  d'abord,  La  grande  importance  du  d<*ve- 

appelait   également    mon 

»  et  c'est  ici  que 


loppement  de   la   fraction  — 
attention  sur  l'expression  —- 


A  asp  -^  a» 


j'ai  un  [*reuiier  résultat  à  vous  indiquer. 

»   Soit  en  eit'et 


^=2"^"*^""-^' 


i  —  acïj:  —  y  bj  +  cï^  -h  J&* 

Ua^p  sera  un  polynôme  entier  en  x  et  j^  du  degré  a  H-  ^,  el  ron 


I   (  ^0L4^rZdx<ijr  =  o, 


l'intégrale  étant  prise  entre  les  limites  définies  par  la  condition 

sous  la  condition  que  la  difl*érence  st+p — y  —  S  ne  soit  pas  nuUe^ 
Maïs,  en  intégrant  le  produit  de  deux  polynômes  diUérents,  un 
n'obtient  plus  zéro,  s'ils  sont  du  même  degré-  Pour  rrUihlir  I  ana* 
logie  avec  les  loue  lion  s  d'une  variable  ayant  pour  origine  le  di-ve- 

loppemenl  de  -— ^ — ■ ~  el  qui  semble  ici  se  perdre,  j'ai  pensé 

à  déduire  des  polynômes  l^,^  d'un  même  degré,  d'autres  en  même 
nombre  qui  en  dépendent  linéairement,  auxquels  je  donne  la  déno- 
mination Vflj^p,  de  manière  a  ij\oir 


I 


f  1  ^sL.p^y,ldi^^X  -  o, 


toutes  les  fois  que  les  de  un  indices  x  et  ^,  y  ei  ù  ne  seront  pas 
simultanément  égaux.  Ce  sont  précisément  ces  polynômes  qui 
ni 'ont  donné  la  généralisation  des  fom' lions  d*'  Le^endre  que  je 
recherchais,  mais  il  est  nécessaire  pour  cela  de  sorlir  de*  Texpression 
I  —  aax  —  2  ùy  H-  €i^  -\-  ù'^  qui  a  servi  de  point  de  départ. 
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»  Considérant  la  forme  ternaire  en  a,  6,  c 
c*-t-  'lacx  -H  2.bcy  -+-  «'-h  6*, 

j'observe  qu'elle  a  pour  forme  adjointe 

(c  —  ax  —  Av)*  — (a*-h  6*)  (a?*-h  />—  i); 

or  en  y  faisant  pour  simplifier  c  =  i ,  c'est  le  radical 

/(i  — aa:  — 6j)*  — (a«-f-^s)(j:»-+-  K*— i), 

dont  le  développement  donne  naissance  aux  polynômes  Va^p,  et,  si 
Ton  fait 

/(i  —  ax —  by)'^  —  (rt<-f-  6*)(  JT*-*-^*  —  I)  =  \^  a« b^  V^^p, 

on  aura  ce  nouveau  résultat  : 

>)  Soit 

Q                   n.n  —  I . .  ./i  —  a  -+- 1 
''■^^  =  '*'         r.-..3...« =  ''*' 

les  polynômes  Va^p  seront  exprimés  de  cette  manière  : 

*P       1.2.3...//.  ï'  t/j:*^O^P         ' 

et  l'on  obtient  l'analogie  aussi  complète  que  possible  avec  les  fonc- 
tions de  Legendre.  Opérant  donc  comme  le  fait  Jacobi  {Journal 
de  Crelle^  t.  2),  au  moyen  d'intégrations  par  parties  successives^ 
je  trouve  quelle  que  soit  la  fonction  F(j7,  y) 

entre  les  limites 

J'en  conclus  que 

/  j   Voi,fi  Vy,S  dx  dy  =  o, 

si  les  degrés  a  -|-  p  et  y  H-  o  wv.  sont  pas  les  mêmes,  comme  cela 
devait  être  en  effet  d'après  la   dépendance  des  polynômes   Va,p 

»   \jSk  propriété  caractéristi(|ue  des  fonctions  Vg^p  consiste  en  ce 
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que  l'équation 

si  Ton  fait  abstraction  du  faoteur  x  ou  y,  suivant  que  a  ou  ^  est 
impair,  représente  une  courbe  fermée,  la  distance  d'un  quelconque 
de  ses  points  à  l'origine  étant  moindre  que  l'unité,  de  sorte  qu'elle 
est  comprise  dans  l'intérieur  du  cercle 

a?*  -+-  X*  =  I  • 

D'après  l'égalité  fondamentale 


/    /  Ua,fiVy,6€/T^^  =  o, 


tant  qu'on  n'a  pas  à  la  fois  a  =  y  et  ^  =  8,  on  voit  que,  dans  Tinté- 
rieur  de  ce  cercle  x*-}- v2=  i,  toute  fonction  Y(^x^ y)  pourra  être 
développée  de  ces  deux  manières 

qu'il  semble  impossible  de  ne  pas  considérer  en  même  temps.  J'ai 
déjà  trouvé  un  fait  semblable  d'un  double  mode  de  développement 
en  m'occupant  des  polynômes  tirés  des  dérivées  de  la  fonction 
er^'^^'^^'y^'y'  {Comptes  rendus,  1864)  (*). 

»   Les  intégrales  suivantes  qu'on  obtient  facilement, 

dx  dy 


SI 


If- 


J   (i  —  lax  —  'ÂbY  -+-  a*-^  />*  )(i  —  ia' X —  f.b'y  -+-  «'*-+-  b'^) 

TU  ab'  —  ba' 

=  -T 7— rarctang -, j-n, 

ab  —  ba  1  —  aa  —  bb 

dx  dy 

I  —  na'x  —  ib'y  -^a'*-^  b'^)\{\  —  ax  —  6^)*— (a»-H  6*)(ar«-t-^'— i)]' 


suffisent  pour  établir  les  points  essentiels  de  la  théorie  des  fonc- 
tions U  et  V;  je  donnerai  plus  tard  dans  les  Comptes  rendus 
quelques  autres  détails.    » 

Paris,  27  janvier  i865. 
(')  Voir  aussi  Hkrmite,  Œuvres,  t.  Il,  p.  aqS. 


SUR  DEUX  INTÉGRALES  DOURLES. 


Annales  scientifiques  de  V École  Normale  supérieure , 
i**  série,  t.  II,  i865,  p.  49» 


Une  question  relative  à  un  certain  mode  de  développement  en 
série  des  fonctions  de  plusieurs  variables  repose  sur  la  détermina- 
tion de  l'intégrale  multiple 


-//■•■/ 


dx  dy, .  .du 


VV 

où  les  quantités  P  et  P'  ont  pour  expression. 

P  =  I —  lax  —  'xhy  — . . . —  ilu  -h  a'  -4-  6*  -i-. .  .-t-  /*, 
P'=  I  —  xa  T —  'xb'y  -. . .—  a /'m  4-  a''-+-  6'*-h...-+-  /'*, 

et  Tintégration   devant  être    étendue   à    toutes    les   valeurs    des 
variables  x^  y^ e/,  qui  satisfont  à  la  condition 

Hn  posant 
Q  =(i  —  ax—by  — ...—  /m)«  — (a*-H  6«-+-...-4-  /«)(a7«-+-^« -+-...-+-  a*  — i), 
la  même  question  exige  aussi  la  détermination  de  l'intégrale 

'  dx  dy . . .  du 


-//••.p 


l'VQ 


entre  les  mêmes  limites  que  la  précédente.  Me  bornant  au  cas  de 
deux  variables  seulement,  et  en  employant  les  méthodes  élémen- 
taires, je  vais  développer  le  calcul  par  lequel  on  obtient  leurs  va- 
leur?». 
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Soit,  pour  abréger, 

j'introduirai  comme  auxiliaire  un  angle  0  défini  par  les  égalités 

aa'  -H-  bb'  .  ba'  —  ab'         .   ^ 

; —  =  cosO,  ; =  sinO, 

rr  rr 

et  je  ferai  un  premier  changement  de  variable,  savoir 
a^-^bri  bj  —  ari 

X  —   y  Y  =   > 

/'  ''  r 

par  lequel  l'intégrale  A  prendra  cette  forme  plus  simple 

^^  ç  r ^1^5 

J  J  (i  — 9.r5 -+-r«)fi  — ar'(Çcose-t-Tj8ine)-^r'«| 

Les  limites  d'ailleurs  seront  déterminées  comme  précédemment 
par  la  condition 

de  sorte  que  l'intégration  par  rapport  à  t^  devra  s'effectuer  depuis 

r,  =  —  y/i  —  Ç*  jusqu'à   Tj  =  -4-v^i  —  £^«    On    trouve    ainsi    pour 
résultat 

I I        .       I  —  •2/-'({  COS0  — /i  —  Ç*  siïiO)-!-  r'* 

i~-2r5-4-r«  'ir'sinb  ''^'  ,  _  ^r'{^  cosO  -+-/irrçi  sine)  H-  r»  ' 

et  c'est  cette  expression  qu'il  reste  à  intégrer  de  S= — i  à  Ç=:-|-i. 
Fin  posant 

;  =  c^sç, 

on  obtiendra  pour  A  la  valeur  suivante 

.  I  r^   »  sinQ  ,       I  —  2r' cos(9 -+- 6)-»- r'* 

A  =   ,     .     ^     /         ao  ^^ log ; s- 7T9 

2rsin6JJj         •  I  —  '^rcosçp-hr*         i  —  ar  cos(«p  —  8)-^-r* 
ou  plutôt^  en  multipliant  et  divisant  par  r, 

I /''^^  rsino  .       i  —  ar' cos(«p -h  0)-+- r'* 

^  'i{ba  —  ab' )  J^         *  i  —  arcosç -f- /**         i  —  ar'cos(«p — 6)-+-r'*' 

Cette  intégrale  définie  se  trouve  aisément,  comme  on  va  voir. 
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Je  supposerai  expressément  que  r  et  r'  sont  tous  deux  moindres 
que  l'unité,  de  manière  à  pouvoir  faire  usage  de  ces  développe- 
ments : 


rsincp 


1  —  arcosîp  -f-  r* 


=  r  sin  o  -4-  r>  sin  atp  -I-  r*  sin  3  <p  -H . . , 


log[i  — 2r'co8(f -H  8)-t-  r'«] 

=  r'cos(<p-h6)H cos2(îp-H6)-^  —  cos3(îp -^  e)-4-. . . 

log[i  —  ar'  cos(^  —  6)-+-  r'2] 

=  r'cos(<p  —  8)-4--;-cosi(<p  — 0)-h  -^cos3(çp  — 6)-h.... 

On  conclut  des  deux  derniers 

£.       I  — -ir'cosCcp-i- 0)-+- r'* 
4         I  —  2r'cos(o  —  6)-»-  r'« 

r'*  r'* 

=  r'  sincpsinO  H sinaîp  sinaO  -h  —  sin3?psin36  -h. . ., 

de  sorte  que  l'on  est  amené  à  intégrer  entre  zéro  et  tz  le  produit  de 
deux  séries 

(rsinç  -h  r*  sin-içp  -h  r*  sin3©  -+-. , .) 

(r't  r's  \ 

r'  sin©  sinO  H sini©  sinaB  -+-  —  sin3ç  .sin36  -h.  . .  j. 

Or,  en  vertu  des  relations, 

/rfçp  sinmcp  sin/icp  =  o, 

on  obtient  ainsi,  pour  la  valeur  de  A,  ce  développement 

A  =  T—, 77  (  rr  sinO  h sin';t6  h s—  sin36  -h. . .  ), 

ha  ^  ab  \  i  3  / 

et,  d'après  les  formules  connues,  on  en  conclut  immédiatement 

.  _  ir 1       .       1  —  rr'e-^^^ 
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Observant  enfin  que  l'on  peut  écrire  successivement 


log 


log 
=  log 

=  log 


I  — 

rr'(cos6  —  yj — i  sinS) 

I-t- 

rr'(cos6  -♦-\/ — i  sinS) 
rr'  sin6      ^7—7 

I  —  rr'  eus  6 

rr'  sin  6        / ' 

I-H 

ha' — ah'       f 

i-aa-66'^      ■ 

hà  —  a6'       1 ' 

I  — aa— 66'^      ' 

on  arrive  définitivement  à  ce  résultat  très  simple 

iT  ha'  —  ah' 

A  =  -. — ; T,  arc  tang -, r-77 

ha'— ah'  ^  i  —  aa'—  hh' 


Je  considère  en  second  lieu  l'intégrale  B,  savoir 


"=// 


dx  dy 


elle  devient  d'abord,  par  la  substitution  linéaire, 


a'\  —  h'yx 


y  = 


6'Ç-+-a'T, 


d^dy^ 


»-  fi î- 

ce  qui  conduit  à  intégrer,  en  premier  lieu,  par  rapport  à  la  va- 
riable rj.  Il  convient,  à  cet  efi'el,  d'employer  des  logarithmes  ima- 
ginaires, en  se  servant  de  la  formule 

et  en  remarquant  que  les  valeurs  limites  de  ti  donnent  Ç^  -4-  Tj*  =  i , 
la  racine  carrée  placée  sous  le  signe  logarithmique  pourra 
s'extraire  et  deviendra  simplement 


I  —  rcosôj  —  rsinÔTj. 
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Quelques  réductions  faciles  à  voir  donneront  pour  résultat  de 
celle  intégration,  par  rapport  à  t),  entre  les  limites  tj  =  —  ^i  —  Ç*, 
T,  =  -H  ^ I  —  i*,  la  quantité 

I I  1  — rcose(S— y/^y/i  — gO 

et  il  s'agit  de  l'intégrer  par  rapport  à  Ç  entre  les  limites  5  =  —  i , 
;  =  +  .. 

Je  ferai  comme  précédemment 

Ç  =  COSQ, 

ce  qui  donnera,  après  avoir  multiplié  et  divisé  par  r',  l'intégrale 
définie 


B  = ! —   f    d9 dîiiiT :_  |o« 

rr'  cos6  J^        ^  i  —  2 r'  ce* '^  -^  -'*    '      '     ^ 


sino                 I      ,       I  —  rcosBc-?*'-* 
1 —  mp =1-3 


et,  en  admettant    toujours  la   supposition  déjà  faîte  de  r  et  r' 
moindres  que  l'unité,  je  ferai  usage  des  développements 


r  sinç 


I  —  ar  cosçp  -H 


—7-  =  r'  sinçp  -f-  r'*  sinao  -^  r'*  sin3«p  -i-. . ., 


I       ,      I  —  rcosOtf-?'^ 

log =r- 

1  —  rcosBe?^-^ 


iV-i 


^   .            r*  cos'  6    .              r»  cos*  8   .    « 
=  rcos6  siiif  H ; sin'2  9  H r sin3(p  -h. ... 

Maintenant,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  zéro  et  tc  le  produit 
des  seconds  membres,  on  trouvera  immédiatement 


B  = 


r      /        /v       (rr'cosô)»        (rr' cosO)'  1 

rr'cosen ^  -+-  ^ h...  L 


rr'cosô 
c'est-à-dire 

^^'^  rr'cosd'^^^i-rr'cose  ""  aa' -^  bh'  ''^^  \  i  —  aa'—  66'  / 

C'est  le  résultat  que  je  me  proposais  d'établir;  je  me  borne  en 
ce  moment  à  remarquer  que  les  constantes  «,  6,  a',  b'  n'y  entrent 
«jue  par  les  produits  au'  et  />//,  de  sorte  que  l'intégrale  ne  change 
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pas  en  y  remplaçant  a  et  a'  par  -  >  a'^,  et  b  et  V  par  — >  Vu,  Rela- 
tivement à  A,  il  est  possible  seulement  de  changer  a  et  6,  d^une 
part,  en  at^  bt\  a^  et  6',  de  l'autre,  en  —»  — ;  ce  sont  ces  propriétés 

qui  servent  de  point  de  départ  à  Textension  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  de  la  théorie  des  fonctions  X/,  de  Legendre. 


SUR 

QUELQUES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 

DE  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARUBLES. 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  LX,  i865  (I), 
p.  370,  ^'H.  \^i  et  5i2. 


Les  recherches  que  j'ai  eu  l'honneur  de  communiquer  à  l'Aca- 
démie sur  les  dérivées  des  divers  ordres  de  l'expression 

oii  s(x,  y,  5,  . . .)  représente  une  forme  quadratique  définie  et 
positive,  et  dont  se  tire  un  mode  de  développement  en  série  de 
fonctions  de  plusieurs  variables  (  *  ),  m'ont  amené  à  faire  une  étude 
attentive  des  fonctions  X„  de  Legendre,  comme  offrant  l'exemple 
le  |»his  important  et  le  type  des  propriétés  que  j'ai  remarquées  dans 
les  polynômes  U,,,,,,,,", ...  définis  par  l'équation 

J*ai  été  ainsi  conduit  à  une  généralisation  sous  un  nouveau  point 
de  vue  de  ces  fonctions  X„,  je  \eux  dire  à  un  système  de  poly- 
nômes d*un  nombre  quelconque  de  variables  ayant  une  même  ori- 
gine que  ceux  de  Legendre,  ce  qui  n'avait  pas  lieu  pour  les  quan- 
tité» L/,,n', /!%...?  et  à  l'égard  desquels  on  retrouvera  la  plupart  des 


(')  Comptes  rendus  de  l*  Académie  des  Sciences,  t.  LVIII,  séances  du  11  jan- 
vier et  du  8  février.  Voir  aussi  Hkkmite,  Œuvres,  t.  Il,  p.  293. 
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propositions  de  l'illustre  géomètre,  et  même  l'analogue  du  beau 
théorème  de  Jacobi,  savoir  : 

**  ""  1 . 2 . . .  n .  •1'*         «te« 

Ce  système  de  polynômes,  et  un  autre  qui  s'y  joint  immédiate- 
ment, conduisent  à  des  développements  de  fonctions  de  plusieurs 
variables,  x^y^  ^»  •  •  •>  ^lans  l'étendue  limitée  par  la  condition 

ou  plus  généralement 

le  premier  membre  de  l'inégalité  étant  une  forme  quadratique 
définie  et  positive.  La  méthode  si  féconde  et  si  connue  depuis 
Fourier,  consistant  à  déterminer  les  coefficients  par  Tintégration 
après  avoir  multiplié  la  fonction  par  un  facteur  convenable,  s'ap- 
plique encore  dans  ces  nouvelles  circonstances,  mais  avec  une 
modification  qui  semble  caractéristique  pour  les  fonctions  de 
plusieurs  variables.  L'intérêt  de  ces  nouveaux  développements, 
d^ailleurs,  consiste  surtout  en  ce  que  les  variables  y  sont  traitées 
simultanément,  de  sorte  qu'ils  ne  résultent  pas,  comme  le  plus 
souvent,  de  l'application  répétée  du  même  procédé  sur  chacune 
des  quantités  x^  y^  z^  ...,  successivement  considérée  comme 
variable  unique.  Enfin  on  peut  présumer  que  ces  polynômes  donne- 
ront la  solution  de  questions  de  minimum  ou  d^interpolation  du 
genre  de  celles  qu'a  traitées  M.  Tchébichef,  et  cette  étude  a  été 
amenée,  je  dois  le  dire,  par  di\ erses  questions  que  m'a  posées  plu- 
sieurs fois  sur  ce  sujet  notre  savant  confrère. 


L'expression 

I  —  lax  -h  a*. 

qui  <lonne  naissance  aux  fonctions  de  Legendre  et  aux  formules 
trigonométriques  pour  la  multiplication  des  arcs,  d'après  ces  rela- 
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lions, 

(i  —  lax  -t-  a«)"  *  =  ^a^X;„ 

.     .      V^       sinr(/n- i)arc  cosa^l 

^^  /l  —  J7« 


se  prèle  au  mode  de  gcnéralisalion  découvert  par  Gôpel  et  M.  Ro- 
senhain  pour  passer  des  séries  elliptiques  de  Jacobi  aux  fonctions 
abéliennes  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  En  comparanl 
en  eflet  ces  deux  expressions 

on  est  amené  naturellement  à  l'étendre  de  cette  manière 
I  —  'lax  —  2  by  -+-  ga^  -i-  i  hab  -h  g'  6*, 

ou  bien,  avec  n  variables,  x^  y^  s,  . . .,  u 

I  —  lax  —  'X by  — ...  —  2 Aa  -t-  o ( a,  6,  c,  . . . ,  A), 

o{a,  è,  c,  . . .,  k)  étant  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré 
en  a,  6,  ...,  A*.  Mettant,  avec  une  indéterminée  de  plus,  sous 
forme  homog«'*ne, 

/* —  lalx  —  '>^bly  -+-... —  iklu  -t-  çp(a,  6,  ...    A:), 

nous  considérerons  également  sa  forme  adjointe  ou  contrevariant 
quadratique  qu'on  obtient  aisément  comme  il  suit.  Soient 

la  forme  adjointe  de  s,  A  son  invariant,  en  faisant,  pour  abréger^ 

on  trouvera  pour  résultat 

[l»i  —  y^{a,b,.,.,k)\^-^{a,b,  . . .,  A)  ['^/i  x,  7,  . . .,  1/}— A|. 

Tels  sont  les  éléments  algébriques  qui  serviront  de  point  de  départ 

à  nos  recherches;  nous  nous  bornerons  toutefois  à  deux  variables 

H.  —  U.  11 
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et  au  cas  le  plus  simple  où  Ton  suppose 

<p(a,  6)=  a«-t-  6*, 

ce  qui  conduit  aux  quantités 

I  —  lax  —  ?.bjr  -\~  a» -h  6*, 

(i  —  aa:  —  6^)*  — (a'-h  6*)(a7«-+-^* — i) 

=  I—  lax  —  ^bjr  -h  a^(i  — y^)-h  labxy  -\-  b^(i —x^). 

Cela  posé,  les  fonctions  dont  nous  allons  étudier  les  développe- 
ments sont  les  suivantes  que  nous  réunissons  en  deux  groupes, 

savoir  : 

(i  —  2ax  —  7.by  -^  a*-+-  ^*)~*, 

[i  —  7.ax  —  iby  -+-  a*(i  — ^*)-H  labxy  -+-  ô'(i  —  x^)\    *, 

et  en  second  lieu 

(  I  —  2  «  j:  — '1 6^ -H  a* -h  6*  )"  *, 
(i  —  a?*  — ^*)'  [i  —  lax  —  xhy  -\-  a'(i  — ^*)-^  i^abxy  -t-  6*(i  —  Jf*}]~*. 

Leur  analogie  avec  les  fonctions  d'une  variable,  qu'elles  com- 
prennent comme  cas  particulier  en  supposant  b  =  o  et  j^  =  o,  se 
rapporte  donc  à  la  fois  aux  polynômes  de  Legendre,  et  aux  for- 
mules pour  la  multiplication  des  arcs  dans  la  théorie  des  fonctions 
circulaires. 

II. 

Soit  en  premier  lieu 

(i  —  Aax  —  xby  -f-  a*-f-  6*)-»  =  \]a"*^'*V^„,M. 

On  reconnaîtra  immédiatement  que  \ m,n  est  un  polynôme  entier 
en  X  et^,  du  de^ré  ni  -+-  /i,  mais  ayant  x^^y*^  pour  seul  et  unique 
terme  de  ce  degré.  On  aura  par  exemple 


Vo.«- 

'  » 

v,..= 

•IXy 

v,.,= 

V'i 

v,.»= 

i^-  — 1, 

Vi..= 

8:rj-, 
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Vî,i==  '?4x^j^  -  .\y, 
V,,,=  9.ij'^s—  \x, 

V4,o  =  i6^* —  19.  a:*  H-  1, 

Vjj  =  ^^x^y  —  'xfxxy, 

V j, j  =  96  x*^2  —  1 2 a?*  —  I  -2 j*  -H  -2 , 

Vi,3=  Hory^—'^x^y, 


Réciproquement  on  pourra  exprimer  j:'"^'"  en  fonction  linéaire  de 
^  m,n  ♦^t  des  polynômes  du  degré  moindre,  de  sorte  que  la  formule 

représentera,  en  déterminant  convenablement  les  constantes,  tout 
polynôme  entier  en  x  et  y.  Voici  maintenant  leur  propriété  fonda- 
mentale. 

Ginsidérons  Tintégrale  double 

A  =  /  ldxdy(i—'iax—iby-r-a'^-r-b^)^i\  —  '>.a'T  —  'ib'y-^-a'^-^b')-\ 
les  variables  étant  limitées  par  la  condition 


Un  calcul,  pour  lequel  je  renvoie  aux  Annales  de  i'Ecofe  Nor- 
male su/jrrieure  (année  i865)  (*),  conduit  à  la  valeur 

.  i:  tib' — bft' 

A  —  — — — ;  arc  lanj; ; z-r,  * 

au  —  b(t  I  —  aa  —  00 

On  voit  que  cette  expression  ne  change  pas  en  y  remplaçant  a  et  6 
par  ai  et  bij  a'  et  6'  par  —  >  —j  de  sorte  que  /  doit  disparaître  dans 
rinté«;:rale 

r  fdxdy\a'"bnt'"^ny^^^^^^'^/yyf  \l  yy^^. 


(  '  f   Voir  aussi  Heiuiite,  Œuvres,  l.  Il,  p.  3i3. 
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Cela  exige  que  Ton  ait 

/    /  ^arâ[rVm,«Vj4,v=o, 
entre  les  limites 

lorsque  les  degrés  /??  -+-  ^  et  [jl  -f-  v  sont  différents.  Cette  proposi- 
tion met  sur  la  voie  d'un  développement  tel  que  ^  A;„^«Vot,ii  pour 

toute  fonction  F(x,y),  les  variables  étant  assujetties  à  la  condition 
x^-i-y^<i.  Elle  ne  suffit  pas  toutefois  pour  la  détermination  des 
coefficients,  et  c'est  en  ce  moment  qu'il  est  nécessaire  de  consi- 
dérer la  seconde  fonction  dont  nous  avons  parlé,  à  savoir 

[i  —  si^a:  —  26^-h  a*(i— ^*)-t-  2637^-+-  6*(i  —  a?')]    *. 


m. 


Désignons  par  \Jm,n  les  polynômes  entiers  en  x  et  j^,  du  degrt? 
///  4-  /i,  ayant  pour  origine  le  développement 

et  dont  voici  les  premiers 

3 


Uo.,=  i(3^«-t-a7»— I), 


L'intégrale  double,  prise  comme  précédemment  entre  les  limites 
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x^-^y^^ij  savoir 


B=  j    Ç dxdy{\'-ia'x^ib'y-\'a'^-\-b'*)-^ 


x[i  —  7,ax  —  '>.by  -Ha*(i — ^*)-h  labxy  -t-  b^ii  —  x')]"  *, 
va  nous  donner  leur  propriété  fondamentale.  On  trouve  en  effet 

aa  -\-  bb      °  i  —  aa  —  bb 

\aleur  qui  ne  change  pas  en  y  remplaçant  a,  6,  a',  6',  par  «/,  6w, 
--J  — •  Il  en  résulte  qu^on  a  généralement 

/    I  dxdyy,n,n^^,w=o, 

si  les  indices  m  et  a,  /i  et  v  ne  sont  pas  égaux  en  même  temps  ;  et, 
dans  rhypolhèse  contraire,  on  obtient 

r  r  j  j  XT    ji  T^      n -!- i./i -+- 2. . ./i -+- /?i 

/      /    dxdy\m,n^fn,n= 

J  J  -^        •  '         m-h/i-hi  1.2,.. m 

Nous  pouvons  donc  déterminer  maintenant  par  la  méthode  ordi- 
naire les  coefficients  du  développement  considéré  plus  haut,  savoir 

OU  trouve  ainsi 

j  j  ^^rF(^.J-)U»..n=^^„^,  ^-^^^^ -A,,,,., 

l'intégrale  étant  prise  entre  les  limites  x^-\-y^^\\  et  c'est  dans 
l'obligation  d'introduire  le  facteur  \Jm,n  différent  de  V,„^„,  que 
consiste  d'une  manière  générale,  nous  pensons,  à  Tégard  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables,  la  modification  caractéristique  dont 
nous  avons  parlé  en  commençant.  On  pourrait  également  poser 

mais  c'est  au  premier  développement  que  nous  nous  attachons  de 
préférence,  la  nature  du  polynôme  Um,/i  permettant  de  reconnaître 
immédiatement  que  la  valeur  de  \m,n  tend  vers  zéro  quand  m  et  n 
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augmentent.  Cela  résulte  effectivement,  comme  nous  le  verrons, 
(le  l'expression  suivante 

que  nous  allons  établir. 


IV. 

La  série  donnée  par  Lagrange  pour  la  résolution  de  l'équation 

c'est-à-dire 

a^    dfiix)t^'(x)  a^      d*/^(  x)ff'(x  ) 

I .  'À  dx  I .  '2 . 3  dx*  *  *  *  ' 

peut  c^^tre  présentée  sous  une  autre  forme  qu'il  est  nécessaire  d'éta- 
l)lir  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue.  Supposons  d'abord  j7  =  o, 
^  =zz  I ,  je  l'écrirai  de  cette  manière 

ou  encore 


en  remplaçant  o(z)  par  f{z).  Maintenant  faisons 

/{z)=V(x-haz), 
^{z)  =  'Pix  -h  az), 


ce  qui  donnera  évidemment 

/  fi^i  X  -^-  (iz)  dz 


0 

n     dV*iX)'P{.r)  a^      d-  F'  (  .r  )  <!>(  .r  ) 


=  Im  .r  )<!»(. r)- 


I .  A  dx  I .  'A .  i  dx^ 
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Ed  dîfférentiant  par  rapport  à  :r,  on  en  conclura 

Z ^-^S*^^-*-^^) 

~~  dx  1.2  rfx*  "  *  *  ' 

et  en  simplifîant 


(«^«^)*(^^-«^) 


=  <t>i  j-)H J  H -r\ 

I  ajr  1.2  dx^ 


Mais,  Féquatlon  en  z  étant  maintenant 

z  —  F(x  ■+-  az)=  o, 


on  en  tire 


dz  __  I 

dx  ~  I  —  aF\x  -h  az) 


de  sorte  qu'en  posant 

ri{z)=z—  V{x-h  az), 

il  viendra  en  dernier  lieu 

♦(x-haz)       ^,    ,       a  ^/FCj-j^Cj^)        ^«    d*F^(x)^{x) 

^'(^^  '  I  CiX  1.2  CfX* 

Sous  cette  forme  nouvelle,  on  peut  appliquer  à  la  série  de 
Lagrange  le  procédé  qu'on  emploie  dans  les  éléments  pour  étendre 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  la  série  de  Taylor 

F(x-+-/i)=F(jr)H--F\a7)-+--^F''(^)-+-.... 

Ainsi  on  fera  d'abord  x  =  o,  a  =  i ,  se  servant  de  ce  cas  parti- 
culier pour  y  introduire,  au  lieu  de  F(z)  et  ^(5),  les  fonctions 

F(x-^az,  y  -^  bz),     ^{.r  -h  az,  y  -h  bz)^ 

et  Ton  parviendra  à  ce  développement  où  Ton  a  mis,  pour  abréger, 
F   et  4»  dans   le   second  membre  au    lieu   de   F(.r,j^),  ^(x^j), 
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savoir  : 

4>(x-^az,y-^  bz)       ^          dF^        a»    d*'F*^ 

dy                  dx  dy 

1 . 2      dy^ 

-h..., 
ou  bien 

^\z)  ~' Jmd  1.1.  ..m.i .?.. .  .n       dx^dy*^ 

l'équation  en  z  étant 

:f(z)  =  z—  Fix-^az^  y  -hbz)=:  o. 

Cette  conséquence  de  la  formule  de  Lagrange  donne  le  théorème 
•que  nous  avions  en  vue  d'établir;  supposant  en  effet 

«t  remplaçant  a  et  6  par  —,  —,  l'équation  devient 

On  en  tire 

^'(z)  =  [i  —  lax  —  iby  -h  a^(i  —  y^)-h  labxy  -^  b^{\  —  a?*)]*, 
^X^  par  suite, 

[i  —  9.ax  —  iby  -^  a*(i  —  y^)-^7.abxy  ■+-  6'(i  —  a?')]"  * 

2am^/»  d"^-^'* ( X' -^ y^ — |)m-»-n 

i.-2...m.i.i.../i.a'«-»-«  dx»i^dy"  * 

Voici  ce  qui  résulte  de  cette  expression  pour  les  polynômes  Um,u- 


En  premier  lieu,  on  a  comme  pour  V;,,^;,  la  relation 
1    /  rfa7rf^Um,iiU,x,v=Ot 
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avec  la  condition 

quand  m  -\-  n  n'est  pas  égal  à  [jl  H-  v.  Nous  le  déduirons  de  la  for- 
mule suivante 

J      ^^^     dx^     dx^V  -^^^j^       -^  ^^.,  ^  -i-  ^^,   ^„_3       . . . 
qui  donne 

en  supposant  que  a  et  6  annulent  ^(x)  et  ses  n  —  i  premières 
dérivées.  Considérons,  en  effet,  l'intégrale  double 

avec  la  condition 

et  commençons  par  rapport  à  la  variable  y  l'intégration  qui  devra 
être  faite  entre  les  limites  —  y/i  —  x'^^  -+- y/i  —  ^''  ^^  ^^^^ 


F  (  j-,  j  )  d 

dy^'  dx^" 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

Opérant  en  second  lieu  sur  la  variable  x,  comme  on  l'a  fait 
sur^,  on  aura 

/*    /•  dff*-*-"  F(x    v^ 

= (  -  ■)"""  j  J  d"^y    dx'"  V"  ^ ^' + r' -  0'"^". 
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et  la  proposition  annoncée  s'ensuit  en  prenant 

et  supposant  [jl  -f-  v  <  /?i  -1-  w ,  ce  qui  annule  évidemment  le  second 
membre.  Il  en  résulte,  comme  on  le  montre  aisément,  que  le  poly- 
nôme Um,n  est  une  fonction  linéaire  des  divers  polynômes  Wm^.^j 
^m+/i_«,j,  ...,  Vo,OT+/iî  de  degré  m -h n. 

Considérons  en  second  lieu  le  terme  général  du  développement 
de  la  fonction  quelconque  F{x^y)  sous  la  forme 


savoir  : 

•n  m  - 


m  -h  /i  4-  I 


En   appliquant  la   même   formule   au   second  membre,  on  en 
déduira 

I .  -2 ...  m  -H  /i.  2"»-*-"  A,„  „ 


m  -+-  /i  -+-1 


=  (  _  , yn^n  j  j  dxdy      ^,„^^,r  (^'  +  r'  -  •)"■-" 

=  Jjd.dy  '^"'2l^J;/\^-  -r'-r')— . 

ce  qui  introduit  sous  les  signes  d'intégration  les  puissances  d'un 
facteur  moindre  que  Tunité,  et  qui  sont  d'autant  plus  petites  que 
les  indices  m  et  n  sont  plus  grands.  Comme  on  trouve  aisément 
d'ailleurs 

/    /  dxdY{\  —  x^—Y^y»-^"= . 

J   J  ^  ^  -^    '  «l  -h  /l  4-  I 

on  aura,  si  1  on  appelle  p;,,,,,  le  maximum  de  1  expression  — ,  ^  ,  j,*^ 

sous  la  condition  x^'\-y'^'>-\^  cette  limite  supérieure  fort  simple 
de  A;„,„,  savoir 


!  .vt. .  .m  -h  /1.2" 


En   supposant  donc   que  ^^^^^ ne   dépasse  jamais   une 
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certaine   constante    A",    les   termes   du    développemenl    considéré- 
X*^«,i»Vm,ï»  ne  dépasseront  pas  non  plus  ceux  de  la  série  suivante 

ropré^enlant  la  fonction 
dans  riiypothèse 


a  =  -         cl  b  =  -• 

i  '2 


Mais  d'autres  propriétés  du  polynôme  \Jm,n  vont  encore  nous 
montrer,  et  indépendamment  de  la  transformation  précédente, 
que  la  valeur  de  Am,n  diminue  quand  les  indices  augmentent. 


VI. 


On  sait  que  la  fonction  X,,  de  Legendre  reste,  quel  que  soit  /î, 
numériquement  moindre  que  Tunité  lorsqu'on  fait  variera  de  —  i 
à  -hi,  et  que  Téquation  X„=o  admet  entre  ces  mêmes  limites 
n  racines  réelles  et  inégales.  Par  conséquent,  dans  Tintégrale 

F{x)  se  trouve  multiplié  par  un  facteur  qui  change  n  -4-  i  fois  dr 
signe  entre  les  limites  et  sans  dépasser  l'unité.  Or,  aux  infiniment 
petits  près  du  second  ordre,  une  fonction  prend  des  valeurs  égales  et 
dif  signes  contraires  avant  et  a|)rds  son  passage  par  zéro,  la  fonction 
¥{x)  variant  alors  infîniment  peu,  on  voit  que  le  facteur  X,,  a 
pour  effet  d'amener  dans  le  voisinage  de  ses  racines  des  éléments 
<lo  l'intégrale  infiniment  peu  différents  et  de  signes  contraires, 
iloù  résulte  que  Tintégrale  diminue  de  valeur  quand  le  nombre 
de  ces  racines  auguiente.  Des  considérations  semblables  s'ap- 
pliquent à  rintégrale  double 


// 


dxdyV(x,j){],„,nr 
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donl  les  limites  sont  déterminées  par  la  condition 

et  reposent  sur  les  propriclcs  suivantes  du  polynôme  Um,/i- 

Supposons  que  les  variables  x  et  y  représentent  des  coordonnées 
rectangulaires,  la  courbe  donnée  par  l'équation  Um,/?  =  o,  abstrac- 
tion faite  du  facteur  x  ou  y^  suivant  les  cas,  sera  toute  comprise 
dans  l'intérieur  du  cercle  x'^ -h y^  =  ^ ',  de  plus,  elle  sera  ren- 
contrée en  m  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  et 
en  n  points  par  une  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées.  Ce  sont  les 
changements  de  signe  du  l'acteur  U,«,«,  résultant  de  ces  intersec- 
tions, qui  amèneront  dans  les  intégrations  relatives  k  x  ou  ky\es 
mêmes  conséquences  et  la  même  conclusion  que  précédem- 
ment (*). 

Le  premier  point  résulte  d'une  forme  de  développement  de 
l'expression 

[i  —  lax  —  iby-^  a*(i  — ^')-t-  xabxy-^-  6*(i  —  a?*)]"*, 

qui  S'obtient  de  la  manière  suivante.  Soit  pour  un  instant 

I 
i—  ax  —  by 

elle  pourra  s'écrire  ainsi 

m[i— (a'-t-6*)(a?*-+->'*— i)m«]'*, 
ce  qui  donnera  la  série 

Faisant  encore 

ax  -+-  by  =  5, 


(')  Je  duis  faire  remuriiucr  toutefois  une  diflféreoce  en  ce  qui  concerne  le 
maximum  de  U^^.  égal  à  l'unité  lorsque  l'un  des  indices  est  supposé  nul,  et  donl 
TexpressioD  générale  est 


i,'}.. .  .m.i 


4-/1     /     m    y""/     n     y' 
.2.,  .n\m  -h  nj      \m-{-nJ 
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de  manière  à  avoir 


I 
u  =  


et.  par  suite, 
du  I  d*u  1.2  d"u  i  ,1. ,  ,n 


dz       (I  — ^)«  dz*       {i  —  zy  dz^        (I  — .5)"^-» 

ou  bien 

du         ^  d^u  ,  d"  u 

dz  dz^  '  û^^  '  * 

en  remplaçant  les  puissances  de  u  par  les  dérivées,  cette  série 
deviendra 

1.1   dz^   2^  '  J  i 

I         ^•ai.3      ,       f^/. 

^rro  ^rfF ri^"^*  ^*(^ -^^ -'^ -^••- 

Cela  poséy  nous  en  déduirons  l'ensemble  homogène  des  termes 
de  degré  A:  en  a  et  6,  en  développant,  suivant  les  puissances  de  ^, 
la  quantité 

"  =  7^=2^'' 
ainsi  que  ses  dérivées 

du       v'  d^u 


dz       ^^  dz*       j^ 


I)  *••-*, 


F^ar  là  on  obtiendra  cette  expression  dont  la  loi  est  manifeste  : 

u      k*  k — 1}  i      ^       ..       .         .        .    t  * 

I  .  »  » 

k  k  —  I  .  Ar  —  2M  it  —  5  .   I.  i      ^       -^  .      ^         ,         ^    , 

r— :^ -•  a*— 6-j*i  -r*-^  r*— 1  »-5*  -*-i- 

De  s«>rte  qu'en  mettant  au  lieu  de  j  ia  valeur  ax  —  hy\,  on  sera 
conduit  à  la  relation  suivante 

If,  le I  .    ( 

i .  »        j 

I.  i.  J.4  »    i 
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Elle  met  immédiatement  ce  fait  en  évidence,  que  pour  des  va- 
leurs positives  des  coordonnées,  rendant  positive  la  fonction 
x'^-Jry'^—i,  toutes  les  quantités  Ua,o,  L'a-i,i,  •••?  Ui,a_,,  Uo,* 
seront  également  positives.  Or  U/„,„,  suivant  ces  quatre  cas,  savoir  : 

/?i  =  o    /?i  =  I     //i  ~  o    m  =3  1  ) 

}  (modi), 

ajant  pour  expression 

F(xt,y^),     xFix\y*),    j^F(ar«,^«),     xjrF{x^,y^u 

ne  pourra  par  conséquent  jamais  s'annuler,  quel  que  soit  le  signe 
des  coordonnées,  abstraction  faite  du  facteur  x  ou  y,  qu'en  sup- 
posant j?^ +j^^ —  I  <,  o,  ce  qui  démontre  noire  proposition. 

Pour  en  donner  un  exemple,  considérons  la  courbe  L,«,o=  o; 
on  vérifiera  aisément  qu'elle  est  composée,  suivant  que  m  est  pair 

ou  impair,  de  —  ou — ; — ellipses  ayant  pour  équations  — -[->'•*=  i, 

où  p  est  une  des  racines  du  polynôme  X^  de  Legendre.  Ces  racines 
étant  moindres  que  Tunité,  les  diverses  ellipses  sont  bien  efleclive- 
ment  comprises  dans  le  cercle 

Démontrons  en  dernier  lieu  qu'une  parallèle  à  l'axe  des  y,  par 
exemple,  rencontre  en  n  points  la  courbe  [Jm,n=  o,  et  remarquons 
à  cet  effet  qu'on  peut  poser 


d.r"* 


=  (j*-r->^î-l)«Z, 


en  désignant  par  Z  une  fonction  entière  en  x  al  y.  Il  en  résultera 

_  I  d>(x^-^y^ — n'Z 

'"'""^  I.  <..  .111.  I.  >...  ./i.-2"»*«  dp'  ' 

<,'t  sous  cette  forme  le  tliéorème  de  RoUe  suffit  pour  montrer  (|ue. 
par  rapport  à^,  l'équation  U,„  ,^  =  o  admet  n  racines  réelles  com- 
prises entre  les  limites  — y/i  — jc-^  +V^' — '^^'  "^otre  courbe  esi 
donc  eirectivemcnt  rencontrée  en  n  points  par  Tune  quelconque 
des  ordonnées  du  cercle  j7--h.»'^=  i . 

La  même  démcmstralion  s'appli(|uera  d'ailleurs  à  une  parallèle  a 
l'axe  des  x. 
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Vil. 


Nous  avons  cherché  à  montrer,  dans  ce  qui  précède,  l'analogie 
des  polynômes  à  deux  variables  Um,/i  avec  les  fonctions  de  Le- 
gendre,  et  sous  ce  point  de  vue  le  fait  le  plus  caractéristique  s'est 
trouvé  dans  la  relation 

'"'"  ~~  i.-2...m.i.-2.../è.2'"^''  dx"^  dy^  * 

si  semblable  à  Texpression  donnée  par  Jacobi, 

I  d"(x^—\y^ 


X„  = 


I  .  -2  .  .  .  /<  .  1  '  rfj-" 


Maintenant  nous  devons  considérer  les  fonctions  ayant  pour 
origine  le  développement  des  quantités 

_  3. 

(i  —  zax  —  àby  -+-  a* -h  6* )"  * , 
.1 
(i  — X* — J^*)*[»  —  lax  —  iby  -h  a*(i — J^*)-+-  -JLabxy  -h  6*(i  — -r*)]-», 

et  que  nous  définirons  ainsi 

{i^iax  —  2by-ha^-i-  ^*)'' ^  =  Va"» 6«"C^ ,„,;,, 

1 
1 1  —  X*  — y^ )^[^  —  'lax  —  '>.by  -h  a*(  i  — y*) 

-hiabxy-h  ^*(i  — 37*)]-»  =^^a»'b»V„,,n' 
L'équation  suivante,  que  nous  établirons  bientôt, 

i.'2.../?i-+- /i     (—  i)'"-^  '(  m  -^  n  -r-i)   d"'^"(i—x*—y^)  * 


0^.»  = 


1,1.  ,.m  ,1.1. .  ,n  i  .'S.5. ,  ,-À{/n  -i-  n)-r-i  dx"^  dy* 


> 


rapproche  par  la  similitude  de  forme  analytique  ces  fonctions  de 
deux  variables  des  expressions  qui  donnent  le  sinus  du  multiple 
d*un  arc  au  moyen  du  cosinus  de  cet  arc.  C'est  ce  que  rend  mani- 
feste ce  beau  résultat  dû  encore  à  Jacobi,  savoir  : 


5in[(/i  -+-  I  )  arc  cosx]  : 


1 

(— iV»(w-}-i)    d^{\—x^)       * 


1 .3.5. .  .'2/1  -H  I  dx'^ 
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Nous  aurons  d'ailleurs  pour  "Çm.n  et  XDm,/!  des  propriétés  entière- 
ment semblables  aux  précédentes,  et,  comme  elles  s'établissent  de 
la  même  manière,  il  suffira  d'indiquer  rapidement  les  plus  impor- 
tantes. 

Voici  en  premier  lieu  leurs  valeurs  dans  les  cas  les  plus  simples 

\'Vi=3^,  V>M=  y(2ia»*-i4^*-+-i), 

\'>,.,  =  i5ay^,  \*\i=  ^(63a7V*-7^*— 7r*-^-0» 

4 


et  en  posant,  pour  abréger, 


?=/«  — ^*  — r*» 

V>î.o=?(4a:«-h>'*— I),  l9j,i=2op(2J:»j^-l-ar;'»— j:j^), 

i:),j=  6pa?^,  t)j,i=  2p(6j?*-i-27a?«^»-i-6j^* — 7J"*~7>^*-»-i), 

V)o.5=  p(47*-^-^*— 0»  X:)|,s=2op(2jrx»-ha7»7  — ar/), 

V)3,o=4?(^^^-i-r/* — ^)»  ^^0.^=  p(  16^^-1-1207*^* -h  or*  — 12^*  —  2a7*-hi), 

V)î.i  =  4  p(4^*r-»-^*-r)»  

Cela  posé,  les  intégrations  étant  toujours  entre  les  limites  déter- 
minées par  la  condition 


on  aura 


I    /  c^ûÇ;'V>/,,,n'C^(x,v  =  o,  f  j   dxdy'On^n'0^y-=o\ 
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si  les  degrés  m  H-  /i  et  [x  4-  v  sont  différents,  et  en  outre, 


I  I  dxdjry^„i,nV)^^y=o, 


lorsque  les  indices  m  et  [jl,  n  et  v  ne  sont  pas  égaux  à  la  fois.  Dans 
le  cas  contraire,  on  obtient 


/•/^rf^V)..„0..„=.(.-  .^„^J.,^^,) 


n  -h  I . /i  -h  •  >   .  .n  ^  m 


Ce  dernier  point  résulte  de  la  considération  d'une  intégrale  double 
analogue  à  celles  qui  ont  été  précédemment  désignées  par  A  et  B, 
savoir  : 

C=    /    l  dxdyii  —  r^a'x —  ib'y -^a'^-^  b'^f^^i—x^  —  y^)^ 
x[i  —  lax  —  "ihy  -h  a^{t  — ^*)-H  9,abxy  -^^  b^{i  —  «r*)J   '. 
Nous  allons  en  donner  la  détermination. 

VIII. 

Soit,  pour  abréger, 

r^  =  a*  -h  6*, 

En  posant 

a'^-h-b'-n  b'^  —  a'r. 

«t  introduisant  les  quantités  suivantes 

aa' -\- bb'  ,.  ab' — ba'         .    ^ 

; =  cosO,  ; =  sinft, 

rr  rr 

nous  obtiendrons  une  transformée  en  Ç  et  rj,  que  nous  écrirons 
ainsi 

X[(i  —  r  cosOJ  —  r  siiiOr,  )2—  /-«({«-h  r,«—  i)J-». 
Ce  résultat  conduit  à  intégrer  en  premier  lieu  par  rapport  à  tj, 

H.  —  II.  23 
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c'esl-à-dire  à  Texpression 

r^^(,_ç«— Yjt)i[(,  — rcosQt  — rsinOr))»— r«(Ç«H-V  — I)]-», 

qu^on  peut  décomposer  de  cette  manière 

—  — r-    /   ûfirj(i  —  rcosOJ  —  rsinÔirj  —  ry/Ç^-hTj*—  i)"* 
H r-    /  dri{i  —  rcosOJ  —  r  sinôirj -+- r/Ç»-i- tj* — i)~\ 

En  faisant 

ij  =  v/i  —  5*  cos<p, 

on  devra,  d'après  les  limites  de  tj,  faire  croître  l'angle  ç  de  zéro 

à  7c,  et,  si  Ton  pose 

L  =  I  —  rcos6J, 

M  =  /sinev/i  — {«, 


ces  intégrales  deviendront 


y/i  — ^»     r'^ sincpt/y /i  —  ^»     /•'^ sinyg^y 

lir     J^     L  —  M  cos ©  —  * IM  sin çp  lir     J^     L  —  M  cos<^  + f  N  sin^  ^ 

ce  qui  peut  être  évidemment  réduit  à  l'intégrale  unique 

y/i  — ;«     r^'^ sin  y  flfy 


Ç«     /•■"'' sin  y  flfy 

^         L  —  M  cos  ç  —  «  N 


sintp 


Introduisant  en  dernier  lieu  la  variable  6'?=-5,  nous  serons  con- 
duit à  intégrer,  le  long  d'un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine  et 
son  rayon  égal  à  l'unité,  la  fraction  rationnelle 

1  —  ^^ 

^[aLc  — M(-3«-+-i)— N(-»«— I)]' 

dont  il  n'y  a  plus  dès  lors  qu'à  déterminer  les  résidus. 

A  cet  effet,  nous  supposerons  r  et  r'  moindres  que  l'unité, 
restriction  permise,  puisque  l'intégrale  doit  être  développée  suivant 
les  puissances  ascendantes  des  quantités  a,  6,  a',  b\  Sous  cette 
condition,  l'équation 

•2L5  — M(^»-i-i)— N(i;ï  — i)=o 
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admet  une  racine  inférieure  à  l'unité,    car  le   premier  membre 
prend  pour  j  ^  i  la  valeur  positive 

2  L  —  -2  M  =  -2  (  I  —  /•  cos  OÇ  —  /•  sin  6  /i  —  Ç«), 

et  pour  z  = —  I  la  valeur  négative 

—  -iL—  -iM  =  —  a(i  —  rcos6{  -+-  rsin6/i  —  î<). 

Or,  le  résidu  de  la  fraction  proposée,  relatif  à  cette  racine,  a  pour 
expression 

rcos*0/i— $*\  /i  — 2rcos6{ -»- r*  cos*6/ 

en  rajoutant  au  résidu  relatif  à  la  racine  ^  =  o,  savoir  : 

I 

r(i  — sine)v/i  — Ç** 

on  trouve  l'intégrale  de  la  fraction  rationnelle 

r {\—z^)dz 

_^ li-K  /  I  — rcosOJ  \ 

rcos*6v/i  ~  Ç*  \         /i  —  'ir  cos6Ç  -+-  r*  cos'9/ 

et  par  conséquent 

2 ir     J_^     I-  —  M  cos ^  —  f  N  sin  tp 

_        T        /  I  — rcosOJ  \ 

"  r»co5«6\^'~  v^i  -2rcose5-+-/-«cos56/' 

ce  qui  réduit  l'intégrale  double  proposée  à 


c=    -'^ 


r*  cos* 


r*^'  ^;  / i-rcosQg  \ 

^•^'-i     (,_2/-'Ç-h  r'*)*  V        /i  — 2/cos65  -h  r«cos*6/ 


Maintenante  calcul  s'achève  par  les  procédés  élémentaires,  et  l'on 
obtient 

p_      —  ir      /  I I  .       I  -h  v^rr' cos  6  \ 

""  rr'  cose  \i  — rr'cose  ~  .^/rr' cos 0  ^^  T^^^/TPTÏ^/ 
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de  sorte  qu'il  vient  en  définitive,  en  remplaçant  rr' cos6  par  sa 
valeur, 

-  an'-^ùù\i-  au  -  bb' "^  ^  /^^?T^'  ""^  T- y/T^^iFTW  J 

et  l'on  en  conclut  immédiatement  la  proposition  énoncée  sur  l'inté- 
grale 

prise  entre  les  limites  déterminées  par  la  condition  x^-^-y^S.  i. 


IX. 


Nous  allons  considérer  maintenant  le  développement  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  a  et  6  de  la  fonction 

1. 
(i  —  x^ — y^Y\}  —  '^CLT  —  nby  -h  a»(i  — y^) 


iabxy-\-b*(\'-x^)]-^=\a'^b'^V„,^n, 


afin  d'établir  l'expression  déjà  donnée  du  polynôme  XD^^n- 
Soit  à  cet  effet 

i  X 

P  =  ax  -h  by  -h{a^-\-  ô')'(ar«-+-^*—  i)«, 

1  i 

Q  =  aar -h  ft^  — (a'-f- ^î )*(ar« -H  ^«— I)»  ; 

on  voit  aisément  que  l'on  pourra  écrire 

(i  —  x^  —  y*y[  ï  —  "J^-ûrar  —  'j>by  -h  a'(i  — y^)-^  labxy  -h  b*(i  —  x* }\   » 

'         [(•-P)-'-(i-Q)-'], 


2«V^*-+-  b^ 

de  sorte  que  l'ensemble  homogène  des  termes  de  degré  k  dans  ce 
développement  sera 

•2iV«*-i-  b* 
cl  voici  comment  on  parvient  à  leur  expression. 
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Revenons  à  la  formule 

^\z)  ~~^^\,7l  ..m.i.2.../i      dx"^  dy*^ 

où  z  est  une  racine  de  Téquation 

^(^)  =  ^  —  Y{x->f-az^  y  -^  bz)=o, 

en  y  changeant,  comme  plus  haut,  a  et  6  en  -,  -•  Si  Ton  prend 

F(Xyy)=:x^-hy^^i, 

on  retrouvera  d'abord  la  même  équation  en  z,  savoir  : 


1g««— IU-+-K  =  o, 
4 


en  faisant,  pour  abréger. 


H  =  I  —  ax  —  by^ 

K  =  ar«H-^«  — I. 


Nous  en  tirerons 


II_/Hî_GK 

z  =  1  — 


G 

de  sorte  qu'ayant  évidemment 

./  az  bz\        / — 

on  en  conclura  par  un  calcul  facile 
^  /  az  bz\ 

*(^  +  — >.>-  +  v) 

Mais,  d'après  les  valeurs  de  G,  H,  K,  cette  expression  est  précisé- 
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Mais  bien  avant,  et  dès  i8i5,  un  homme  du  mérite  le  plus  distingué 
et  dont  la  mémoire  est  restée  chère  à  ses  nombreux  amis,  M.  Olinde 
Rodrigues,  y  était  parvenu  dans  une  thèse,  Sur  l'attraction  des 
sphéroïdes,  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Cette 
thèse  contient  encore  la  relation  remarquable 


i.2.../7t — ;/  dx"^-i>  i  ,9., ,  .m  -i-  p  dx^^-^-P 

<lonnée  également  par  Jacobi  dans  le  même  Mémoire,  et  qui  joue 
un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  Y„.  A  Tégard  des 
polynômes  Um.n  la  propriété  analogue  n'a  pas  une  forme  aussi 
simple.  On  l'obtiendrait  en  partant  de  l'équation  suivante,  facile  à 
démontrer, 

I  (lin-{-n—p—*i  /  J'Y  —  1  )"*-•-'* 

1 . 9. . . . /i  —  p.i  .'A, .  .m  —  (/  dx^-P  dy"^~^ 

{^XY  --\ )P'*~*'  ^//n-/i-+-/>-H7 ( xy  —  I )fn-¥-n 

~  i  .1 . . ,  m  -h  p .  i .  K . . .  n  -h  q  dx"'-^*>  dy'*-*-v 

et  remplaçant  les  quantités  x  et  y  par  x  -\-y\l —  i ,  x  — y\i  —  i  ; 
mais  ce  changement  de  variables  donnerait  un  résultat  un  peu 
compliqué,  et  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 


SUR 
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Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXI,  i865  (II),  p.  877, 
9<>5  et  1073;  t.  LXII,  1866  (I),  p.  65,  167,  a45,  715,  919,  969,  io54,  1161 
et  iai3. 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  deux  méthodes 
pour  la  résolution  de  Téquation  du  cinquième  degré.  La  première 
a  pour  fondement  la  possibilité  de  ramener  Téquation  proposée  à 
la  réduite 

X* T  —  -^-=1   — -    =  0 

de  l'équation  modulaire  relative  à  la  transformation  du  cinquième 
ordre.  Dans  la  seconde,  qui  est  due  à  M.  Kronecker  (*),  on  prend 
pour  point  de  départ  certaines  fonctions  cycliques  des  racines  dont 
les  carrés  ont  seulement  six  valeurs,  et  que  Ton  représente  par  les 

quantités 

cosam9.(o        cosam.^w 
cosam4(o       cosam^Ci) 

,.      ,  .  K     iK'    K±iK'    2K±iK''  ç         . 

co  étant  successivement -ë^  9  -r-> = — * ^ •  De  ces  fonctions 

555  o 

on  déduit  ensuite  rationnellement  les  racines  elles-mêmes,  qui 
s'obtiennent  ainsi  sous  forme  explicite  à  l'aide  des  mêmes  quan- 
tités. Ces  deux  méthodes  ont  été  pour  moi  le  sujet  d'une  longue 


(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.   XLVI,  année  i858,  et 
Journal  de  C relie,  t.  59,  année  1861. 
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élude,  dont  j'ai  en  ce  moment  l'honneur  d'offrir  à  l'Académie  les 
résultats.  Je  m'occuperai  d'abord  de  la  réduction  à  la  forme  trinôme 
X*  —  X  —  a  =  o  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  et,  à 
cette  occasion,  de  la  recherche  des  conditions  de  réalité  des  racines 
sur  laquelle  M.  Sjlvester  a  publié  récemment  un  de  ses  plus  beaux 
Mémoires  (*).  J'essayerai  ensuite  d'approfondir  la  méthode  de 
M.  Kronecker  et  de  la  rapprocher  de  la  précédente,  en  prenant 
pour  base  le  travail  remarquable  et  plein  d'invention  dans  lequel 
M.  Brioschi  en  a  exposé  les  principes  (^).  Celte  méthode  permet, 
en  effet,  de  ramener  l'équation  générale  du  cinquième  degré  à 
celle-ci 

X* —  lod?' -h  4^ir  —  4 -\rp =  ^i 

qui  est  la  réduite  de  l'équation 

5.2»    ,        .1  — i6A-»A'«  5.2» 


1,1  .  ,1  .    -     i/rosam2w         cosam4t«>\* 

dont  les  racmes  sont  les  quantités  -  ( ; )  • 

^  2\cosam4(o        cosamao)/ 

Mon  but  principal  sera  d'effectuer  complètement  le  calcul  de  la 
substitution  qui  donne  ce  résultat  si  important,  et,  comme  les 
éléments  algébriques  invariants  et  covariants  des  formes  du  cin- 
quième degré  servent  de  base  à  ce  calcul,  ainsi  qu'à  la  réduction  à 
la  forme  trinôme,  je  rappellerai  d'abord  à  cet  égard  les  notions 
dont  j'aurai  à  faire  usage. 


Soit 

/(^'.  y)=  ^T^-^  '^^x'^y  -h  io^(x^^^ 


(  '  )  On  the  real  and  imaginary  roots  oj  algebraical  equatio.is  :  a  trilogy 
{Philosophical  Transactions.  Pari  III,  i864). 

(  '  )  Sut  methodo  di  Kronecker  per  la  risohizione  délia  equazione  di  quinlo 
grado  {Atti  delV  Jnstituto  Lombardo,  l.  I,  i858,  p.  27')). 
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la  forme  proposée  et 

X  =z  mX  -h  m' Y, 

une  substitution  S  au  déterminant  un,  propre  à  réduire  le  cova- 
rianl  quadratique 

au  monôme  ^/Â.XY,  où  je  pose,  pour  abréger, 

Cette  substitution  n'est  pas  ainsi  entièrement  déterminée;  mais 
on  sait  qu'on  en  aura  l'expression  générale  en  la  faisant  suivre  de 
toutes  celles  qui  reproduisent  ^A.XY.  Celles-ci  comprennent 
d'abord  la  substitution  propre 

Y  =  i  Y'. 

et  la  substitution  impropre 

X  =  wY', 

Y  =  -  X'  ; 

mais  cette  dernière  doit  être  rejelée,  si  l'on  veut  conserver  le 
déterminant  de  la  substitution  S  égal  à  +  i.  Cela  posé,  soit  pour 
un  instant 

/(mX-h/n'Y,  /iX4-/i'Y)=F(X,  Y)  =  (a, />,c,  c\  b\  a')(\,  \ )\ 
de  sorte  que  l'on  ait 

F(a)X,-Yj=(aw«,  00)8,  cw,  c'u)-»,^'w-3,  a'to-3)(X,  Y)->. 

J'achèverai  de  définir  entièrement  la  substitution  en  drtermi- 
nant   co    par    la    condition    C(i)  =  c'a>~*;    cela    fait,   je    prendrai 

F(ci)X,  -Y)  pour  transformée  ca/jo/JiV/we  de  la  forme  générale  du 

cinquième  degré,  et  en  posant,  pour  abréger, 

actfSsX,      6co5=|x,      C(o=v/A*,      c'(ja-»  =  v/ÎF,      ^'w-»=ji',      a' o)"  ••=//, 
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je  la  désignerai  par«^(X,  Y),  de  sorte  que  l'on  aura 

11  est  aisé  de  voir  qu'on  obtiendra  la  même  forme  canonique 
pour  toutes  les  transformées  déduites  de  la  proposée  /(^,  y)  par 
une  substitution  quelconque  ^  au  déterminant  uni  ^^^  i'  suffira 
d'effectuer  dans  cette  forme  la  substitution  inverse  £"*  qui  ramènera 
à  la  proposée,  et  puis  de  la  faire  suivre  de  S,  pour  retrouver  U 
J(Xj  Y),  le  déterminant  de  la  substitution  composée  S~^S  étant  ™ 
d^ailleurs  égal  àTunité.  11  suit  de  là  que  tes  coefficients  de  la  forme 
canonique  sont  des  invariants  de  la  forme  proposée^  et  il  importe 
d'étudier  avec  soin  ces  coefficients. 


IL 


Je  dis,  en  premier  lieu,  qu*îls  peuvent  s'ejtprimer  en  fonction 
des  trois  quantités  XV^=  g^  jajji'^A  et  k.  Effectivement  le  cova- 
riant  quadratique  de  ^(X,  Y)  étant  devenu  \/A,  XY,  on  a  les  deux 
relations 

A  jji'  —  4  î*^  r  ^  "h  3  A^  =î  o, 

d'où  Ton  tire  ces  deux  équations  du  second  degré 

36/ï«X«  — t/i(^  — iGX-)'— 9A:*(5^-l-l6X:)]X-h36^\/ifï=o, 
li/P|A*  — (9A^*-hi6AA  —  ^A)tx-i-iaAv^  =  o. 

En  les  résolvant  et  posant,  pour  abréger, 

A  ^  (  9  Al  -h  1 6  hk  —  A'  /o"  —  a4'  A A''i 

on  aura  un  premier  système  de  solutions,  savoir 

7îiv/F»X  =  A(^  — nU)t-cjAr*(^H-i6Ar)  +  (^  — i6X:)/ï, 
a4  v/ï*|Ji=  9Ar*H-  i6M  —  a^/i  —  |/^, 

et  le  second  s'en  déduira  en  changeant  à  la  fois  le  signe  de  ^à  dans 
ces  deux  formules*  Mais,  diaprés  le  produit  des  racines  des  équa- 
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lions  en  X  et  [jl,  ce  second  système  pourra  aussi  se  représenter  par 
T-»  —  »  c'est-à-dire  par  X'  et  jx',  de  sorte  que  Ton  aura 

24  /ï*  jx'  =  9 A:» -+-  16 M  —  ^/i  -h  /Â. 

Voici  donc,  comme  on  l'a  annoncé,  les  coefficients  de  la  forme 
canonique 

/(X,  Y)  =  (X,  11,  A  v/Â-,  ix',  X')(X,  Y)» 

exprimés  en  g,  A,  /:,  et  Ton  va  voir  que  ces  quantités  s'expriment 
elles-mêmes  par  les  invariants  de  la  forme  proposée. 


III. 


Je  rappellerai  d'abord  cette  proposition  :  que,  ?(^,J^)  et  (p,  (jr^y) 
désignant  deux  covariants  d'une  forme/,  si  Ton  pose 

d'où 

Texpression 

sera  encore  un  covariant  de  /,  et  je  dirai  suivant  l'usage  qu'il  a 
été  obtenu  en  opérant  avec  <p(^,^)  sur  çi  (j:,  j/*).  Cela  résulte  de 
ce  qu'en  faisant 

9(mXH-m'Y,  nX-h/i'Y) 

=  AoXv-^  A,  Xv-i  Y  -H. . .  4-  Av-i  XYv-i  -h  Av Yv  =  *(X,  Y ) 

et 

<p,(mX -h  m'Y,  nX -f- /i'Y)=  *,(X,  Y), 

l'expression    semblable   obtenue  en  opérant  avec  <1>(X,  Y)  sur 
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4>i  (X,  Y),  savoir  : 

sera 

'b(ni\-h  ni'\\  n\  -H /l' Y ) ( m/i' —  m'/i)Vi, 

où  Texposant  V|  du  déterminant  de  la  substitution  est  le  degré  de 
çpi(j7,  j^).  Je  ferai  usage  de  celte  |)roposition  en  prenant  pour 
C>i(X,  Y)  et  ^(X,  Y)  la  transformée  canonique  de  la  forme  du 
cinquième  degré  et  son  covariant  quadratique,  de  sorte  que  Ton  ait 

*(X,Y)  =  v/ÂXY,        *,(X,Y)  =  .f(X,Y). 

On  obtiendra  ainsi,  sous  sa  forme  canonique,  un  |)remier  covariant 
du  troisième  degré  (  •  ) 

et,  en  opérant  avec  le  carré  de  4>(X,  Y),  ce  covariant  linéaire 


dX^  d\ 


-=i2oA(v/Â-X-+-v/^Y). 


Enfin  on  sait  que  le  déterminant 


y(-r,r^-  ^^   dfx         dx  dy 


{mn!—  m  /i)  ^(//i  \ -f- m'Y,  /1X-+-/1  \  )=  ^  ^  —  ^  ^. 

Faisant  donc 

*(X,  Y)  =  v/TXY, 

et  prenant  successivement  pour4>i  les  deux  covariants  auxquels  on 
vient  de  parvenir,  savoir  : 

(I)  v/Â(f^,  Av^,t^')(X,Y)S 

ni)  A(v/^X-hv^Y), 

(*)  Il  faudrait  mettre  le  signe  —  devant  le  !»econd  membre.  K.  F*. 
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oD  obtiendra  les  suivants  (  *  ) 

("1)  A(3fx,  y/k,  -A  -  3iJiO(X,  Y)», 

iIV)  ky/li{/k\—y/kY), 

qui  sont  encore  du  troisième  et  du  premier  degré  en  X  et  Y.  Main- 
tenant on  voit  qu'en  opérant  avec  (I)  sur  (III),  on  est  conduit  à  un 
invariant  du  huitième  degré  (2),  y/A*  ([xjx' —  k)  :  je  le  désignerai  par  B. 
En  opérant  avec  (II)  sur  (IV),  on  trouve  un  invariant  du  douzième 
degré  (*),  ^A'A*,  que  je  représenterai  par  C.  On  a  d'ailleurs 

XX'— 3|x[ji'-+- 2/:  = /Â; 

de  sorte  qu'ayant  posé 

XX' =^,  fAJJL'=A, 

on  peut  déterminer  g^heik  au  moyen  de  l'invariant  du  quatrième 
degré  A,  et  de  ceux  du  huitième  et  du  douzième  degré,  que  l'on 
vient  de  définir,  par  ces  relations 

^  — 3/n-2A:  =  v/Â,         /i  — /:=-— r>  A  =  -_^: 


d'où  Ton  tire 


A'-+-3AB-4-C  ,        AB-hC 


Knfin  j'observerai  qu'en  opérant  sur  (I)  avec  le  cybe  du  cova- 
riaul  linéaire  (II),  on  obtient  un  invariant  du  dix-huitième  degré, 
ayant  pour  forme  canonique  y/A^y/A'^([x — ix').  Je  le  désignerai 
par  K,  en  posant  (^) 

K  =  i2v/TJ"v^(|x— |jl'), 

et,  d'après  les  valeurs  précédemment  données  de  tx  et  tx'  en  fonc- 


(')  Les  expressions  (III)  et  (IV)  devraiciil  êirc  prcccMlées  du  signe  — . 

i:.  W 

(')  Un  coefficient  numérique  36  sérail  à  rclublir  devant  rexprcssioii  qui  suit. 

K    P. 

(')  Un  coefficient  numérique  2  sérail  à  rc!tiil»lir  devant  l'expression  ^  A^^. 

K.  W 
(*)  Le  coefficient  numérique  12  serait  à  leiiiplacer  par  6  devant  Texpression 
de  rioYariant  K.  K.  F. 

H.  -  11.  a3 
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tîon  de  g^  A,  A*,  on  voit  que 

K=  — /F/Â, 
et,  par  conséquent, 

K»=  A7A  =  A7f(9A:«-4-i6M— ^/i)«— 24»/iA:»]. 

Or  il  vient,  en  remplaçant  g^  A,  k  par  les  valeurs  ci-dessus, 

K«  =  (A»-4-3B)ïAB»-ha(A«-4-3B)(A«  — iaB)BC-h(A«— 72B)AG«-48C»; 

de  sorte  que  K^  est  une  fonction  entière  des  invariants  A,  B,  C. 
Une  dernière  et  importante  proposition  nous  reste  à  établir  pour 
terminer  ce  sujet,  c'est  que  tout  invariant,  quel  qu'il  soit,  peut  être 
exprimé  en  fonction  entière  de  A,  B,  C  et  K. 


IV. 

En  désignant  un  invariant  quelconque,  fonction  entière  des  coeffi- 
cients de  la  forme  du  cinquième  degré  :  /=  (a,  ^, y,  y,  ^\  «')  (x,  yY^ 
par 

je  remarque  d'abord  que,  la  transformée  canonique 

^=(X,;.,v/^,v/Â-,u',V)(X,Y)» 

ayant  été  déduite  de/*  par  une  substitution  au  déterminant  <//i,  on 
a  également 

et  l'on  en  conclut,  d'après  les  expressions  des  coefficients  X,  jjl,  ..., 
données  précédemment, 

en  désignant  par  P  et  Q  des  fonctions  entières  en  g^  A,  k.  Mais 
distinguons  entre  les  invariants  directs  et  les  invariants  gauches, 
et  pour  cela  considérons  la  transformée  déduite  de  la  forme  cano- 
nique par  la  substitution  impropre 

X  =  Y„ 
Y  =  \„ 


ÉQUATION    DU    C1NQUIÈ:UE    DEGRÉ.  355 

«avoir  : 

.f,  =  (V,ix',AAH^,^)(X„YO». 

On  remarque  qu'elle  ne  diflere  de  i  que  par  le  signe  de  y/A,  de 
sorte  que  l'expression  du  même  invariant  1  relative  à  ^i  sera 

A  * 

Nous  aurons  donc,  selon  qu'il  s'agira  d'un  invariant  direct  ou  d'un 
invariant  gauche, 

P-hQy/I       P-Qy/Â 

ou  bien 

P-4-Qv/Â  _      p  — Q/Â 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  Q^o  et,  dans  le  second,  P  =  o. 
J'ajoute  que  le  dénominateur  k'*  disparait  dans  l'une  et  l'autre  de 
ces  expressions,  qui  prendront  dès  lors  les  formes  plus  simples  V 
<ît  Qv/Â-  On  va  voir,  en  effet,  que,  d'après  la  nature  même  de  la 
/onction  B,  aucune  de  ces  quantités  ne  peut  devenir  infinie  pour 
X  ==  o;  car,  quel  que  soit  co,  on  peut  poser 

e(X,  |x,  v^,  /X-,  jji',  X')=  e(Xw5,  |jiu)3,  y/Â-to,  v/Xw-»,  [a'w-»,  X'w-»); 

<ît,  en  prenant  a)=y/Â',  nous  allons  reconnaître  que  dans  ce  cas 
Je  second  membre  est  nécessairement  fini.  C'est  ce  qui  résulte 
immédiatement  des  expressions 

•ji4/Fk=  9A:«-h  i6/<A  —  ^A  — /Â, 
-«lui  donnent^  en  supposant  A*  =  o, 

72 /A»  X  =  2^/1, 
1  i  v^A^  {X  =  —  2  gh . 

Os  deux  quantités  étant  limitées,  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de 

e                                        h 
V  (0-*  =  r^  et  jji'  w-3  = ' 

4iïi  serait  d'ailleurs  parvenu  à  la  même  conclusion,  si  l'on  eût  pris 
4jn  autre  signe  pour  le  radical  y/A  dans  les  expressions  générales 
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de  A  et  [X,  car  on  aurait  opéré  de  même  en  supposant  lo  =  —  >  et 

considérant  V  et  [x'  au  lieu  de  \  et  [x. 

Ce  qui  vient  d'être  établi  fournit  une  première  donnée  sur 
l'expression  d'un  invariant  quelconque  des  formes  du  cinquième 
degré,  au  moyen  de  ceux  qui  ont  été  définis  précédemment  et 
nommés  A,  B,  C,  K.  Ayant  en  effet 

A3-H3AB^-C  ,        AB  ^- G  /  C  --.  K 

/Â»  v^  /A»  /Â^ 

on  voit  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  figurer  comme  facteur 
dans  l'expression  générale  Qy/^  des  invariants  gauches,  tandis  quo 
A,  B,  C  se  présentent  seuls  dans  les  invariants  directs.  Mais,  pour 
parvenir  à  notre  conclusion,  exprimons  en  A,  B,  C,  K  les  coeffi- 
cients de  la  forme  canonique.  En  posant,  pour  abréger, 

L  =C»-f--ABG«-h -i-An(3B-f-As)«(C-4-AB) 

—  3oAG(G  -f-  AB)  —  qAG*—  9oB*C], 
M  =  C«-h-ABG— -,  A2(3B2-hAG4-AîB). 

L'=-+--i-[A(Aî-h3B)-i5C]K, 
7-2 

24 


on  trouvera 


t'As  ^  V  A» 


,ji/C»  =  -^  —  M'v'A,         -l'/nï  =  ^  -+-  M'v  A  ; 


ou  a  d'ailleurs 


(A- 

D'après  cela,  je  fais  la  sui)Stitation 


\  A  V  A 
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dont  le  déterminant  est  numérique;  elle  donnera  le  résultat 
suivant 

[X-f-X'-h5([Ji-h[ji')-+-2ov/Â-]v^V^T«-+-5[X  — X'-h3(fi.  — [Ji')]v/Â3T*U 
^,o[X-+- )/-^  îx -i- ix'— 4v/'^]  V^ÂT3  U2+ io[X  —  >/  — ( HL  ~  fx')]  v/Â^T^U' 
^  5[X-+-X'--3(Hi-+-lx')-+-4vI]v/Â^TU»-+-[X-X'— 5(ix-|xO]vÂ^^^ 

ou  bien,  d'après  les  valeurs  de  X,  [x,  )/,  jx', 

2/C^(L-h5MG-i-ioC»)T«— iov/G^(L'-4-3M'C)AT*U 

-+-9.ov/(T^(L-hMG  — 2G«)A-«T3U5--2ov/G=^(L  — M'C)TUÎ3 
-4-iov/G^(L--3MG-f-2C»)A-5TU*-9VC^(L'--5M'G)A-«U«. 

Cette  transformée  pourra  servir,  absolument  comme  la  forme  cano- 
nique, à  donner  l'expression  générale  des  invariants  de  la  forme 
du  cinquième  degré,  qui  seront  des.fonctions  entières  de  ses  coef- 
ficients. Or,  on  observe  que  A,  dans  les  termes  en  T'U^,  TU*,  IJ^, 
disparaît  comme  dénominateur;  d'après  les  valeurs  de  L,  M,  L',  ]\r, 
on  obtient  etFectivement 

a-+-MG  — 2G')A-i 

=  -2BG2-4-;^A[(3B-f-A*)î(GH-  AB) 

—  3oAG(G-4- AB)— oAC»— ooB^G] 

!-  AG(3  B«-h  AG  4-  AMJ), 

(L  — 3MG-h2G8)A-* 

=  Z- [(3B -+- Aï)«(G -f- AB)- 3oAG(G -H  AB)- 9  AG«— 9oB»G] 

-f-gC(3B^-^-AG-^A«B), 

(L--5M-G)A-.=-^'^^-^^^^^^ 

Tous  ces  coefficients  sont  ainsi  des  expressions  entières  en  A, 
B,  C,  K,  ayant  pour  diviseur  y/G'*,  et  par  conséquent  un  invariant 
quelconque  sera  une  fonction  entière  des  mêmes  quantités  divisée 
par  une  puissance  de  C.  Mais  les  considérations  précédentes  ayant 
déjà  conduit  aux  expressions  P  et  Qy^A,  entières  en  ^,  //,  A',  on 
voit  que  ce  dénominateur,  représenté  par  une  puissance  de  C,  dis- 
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paraîtra  nécessairement  comme  facteur  commun.  C'est  le  résultat 
que  je  m'étais  proposé  d'établir  et  qui  autorise  à  regarder  A,  B, 
C,  K  comme  invariants  fondamentaux,  puisque  tous  les  autres, 
quels  qu'ils  soient,  en  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières. 
M'arrétant  à  ce  point  dans  la  théorie  algébrique  des  formes  du 
cinquième  degré,  je  reviens  à  mon  objet  principal  en  établissant 
la  proposition  suivante,  qui  sert  de  fondement  à  ma  méthode,  cl 
qui  montrera  comment  les  invariants  s'introduisent  à  titre  d'élé- 
ments analytiques  et  jouent  le  principal  rôle  dans  la  résolution  de 
l'équation  du  cinquième  degré. 


V. 


Soient /(x^y)  une  forme  de  degré  quelconque  n  et  o{x^r)  un 
de  ses  covariants  de  degré  n  —  'ienxety\  je  dis  que  les  coejffi- 
cients  de  la  transformée  enzde  V équation  f  i^x ^  i)  =  o^  obtenue 
en  posant 

sont  tous  des  invariants  de  f{x^  y). 

Avant  d'exposer  la  démonstration,  je  rappellerai  que  l'on  nomme 

covariant  de 

/i^,y)  =  (ayb,c,  ...)(ir,7)« 

tout  polynôme  o(x,y;  a,  b,  c,  . . .)  dont  les  coefficients  sont  fonc- 
tions entières  de  a,  b^  c^  ...  et  tel  qu'en  posant 

/(/iiX-h/n'Y,  /iX-h/i'Y)  =  (A,B,  C,  ...)(X,  Y)« 

on  ait 

9(X,Y;  A,B,C,...)  =  (/im'— /ii'ny«p(/nX-hm'Y,;iX-+-w'Y;  a,b,c,...). 

On  voit  qu'en  faisant,  pour  abréger, 

F(X,  Y)=/(mX-hm'Y,  nX-h/i'Y) 
et 

<Ï»(X,Y)=9(X,Y;  A,B,G,  ...), 

le  polynôme  <[>  est  déduit  de  F  absolument  comme  çp  de/. 
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Cela  posé,  je  considère  les  deux  équations  homogènes 

qui  donnent  celles  de  Ténoncé  pour  y  =  i ,  et  d'où  Ton  déduit 
aisément  celles-ci 


df 


(I) 


l  z-^-\-x<i(x,y)=o, 


sur  lesquelles  je  vais  raisonner.  Si  l'on  y  remplace  les  coefficients 
a,  b,  c,  ...  par  ceux  de  la  transformée  A,  B,  C,  . . . ,  elles  devien- 
dront 

(i^+X«l.(X,Y)=o, 

.^_Y*(X,Y)=o, 

et  il  s'agit  de  comparer  le  résultat  de  l'élimination  de  a:  et  y  entre 
les  équations  (i)  avec  celui  de  l'élimination  de  X  et  Y  entre  les 
équations  (2).  J'observe  à  cet  effet  que  l'on  peut  introduire  x  et  y 
au  lieu  de  X  et  Y  en  posant 

a?  = /n  X -+- m' Y,         ^  = /i  X -4- /l' Y, 

d'où 

d¥  df  df  dF  ,df         ,df 

d\  dx  dy  d\  dx  dy 

de  cette  manière  les  équations  (2),  en  y  remplaçant  <ï*(X,  Y)  par 
(/wn' — m'nyff{x,y)^  deviennent 

zlm'-J-  -^/^'^Wx(m/l'—  m! n^  ^{x,  y)  =  o, 

zlm-j'-^-n  •-/-)  —  Y(/?m' — m' nY  o(x,  y)=  o. 

Or,  en  multipliant  la  première  par  /«,  la  seconde  par  n'  et  retran- 
chant, il  viendra 

s(mn'^  m'a)-—-  —(n\  -+-  n'\ )(mn'  —  m  ny  ^(x,y)=  o, 
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OU  évidemment 

z ^  —y{mn'—  m'n)'- »  ^(x,y)=z  o. 

De  même,  en  multipliant  la  première  par  m,  la  seconde  par  m\ 
et  retranchant,  on  obtient 

^~-  -4-a7(m/i'—  m'ny-^  <p(a?,^)=  o. 

Ce  sont  donc  précisément  les  équations  (i)  qui  se  trouvent  repro- 
duites, en  y  multipliant  o{x^y)  par  [mn! — m! ny^^  ou  rempla- 
çant z  par ; — ^^ — 77—,  et  il  va  être  ainsi  prouvé  que  les  coeffi- 

cients  de  la  transformée  sont  bien  des  invariants  de  /(x,  y).  En 
effet,  cette  équation  en  z  sera,  d'après  un  théorème  connu,  privée 
de  son  second  terme,  et,  si  l'on  désigne  par  D  le  discriminant,  elle 
aura  cette  forme 

51,  ÎB,  ,,.,  M  étant  des  fonctions  entières  de  a,  6,  c, Mainte- 
nant, si  Ton  remplace  z  par  ; ; — ^  ,    ^,  ,,  elle  deviendra 

3i 
z»  -h  (  mn'  —m'n  )»'-  *  jr  ««-« 

jH  jA 

-h(mn'—  /n' /i  )"-»  —  -»«-»-+-... -f-(/n/i'  —  /n'n  )«'-»-=r  =  o, 

d'où  Ton  voit  que,  par  le  changement  de  a^  b^c^  ...  en  A,  B,  C, . . ., 
les  coefficients  tt»  n'  •  *  •»  tt'  6^»  P^n*  conséquent,  51,  JB, . . .,  ^,  se 

reproduisent  multipliés  par  une  puissance  du  déterminant  de  la 
substitution,  et  sont  bien  des  invariants. 


VI. 

Ce  qui  précède  ne  peut  être  appliqué  aux  formes  cubiques  et 
biquadratiques,  qui  n'ont  pas  de  covariants  linéaires  ni  de  cova- 
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riants  quadratiques,  mais  plus  tard  on  établira,  pour  toutes  les 
formes  de  degré  n  égal  ou  supérieur  à  cinq,  Texistence  de  divers 
systèmes  de  /i  —  i  covariants  du  degré  n  —  2.  Désignant  par 

l'un  de  ces  systèmes,  et  posant 

j'introduirai  l'expression  :;  =  J/    ' —  »  qui  contient  n  —  1  quantités 

JxK^t  I) 

arbitraires  /|,  t^^  ...,  ^/i_i,  comme  formule  générale  de  transfor- 
mation à  l'égard  de  l'équation  f{x^  i)=o  de  degré  quelconque 
supérieur  au  quatrième.  On  va  voir  ainsi  disparaître  en  quelque 
sorte  les  coefficients  de  cette  équation,  pour  faire  place  aux  inva- 
riants qui  prendront  le  caractère  d'éléments  analytiques  dans  les 
plus  importantes  questions  de  la  théorie  des  équations  algébriques. 
En  effet,  les  quantités  51,  îî,  ...,  .0  deviendront  des  fonctions 
homogènes  de  /<,  ^2,  . ..,  ^„_i,  du  deuxième,  du  troisième  et  enfin 
du  n'*"'*  degré,  dont  les  coefficients  seront  des  invariants  de  la 
{oTjnef{x^y)  ;  et,  pour  montrer  immédiatement  comment  intervient 
leur  propriété  caractéristique,  en  prenant,  par  exemple,  5t,  je  vais 
déterminer  le  degré  de  ces  coefficients  dans  les  divers  termes  /;, 
'j»  'lî  ^21  •  •  •• 

Nommons  indice  d'un  invariant  ou  d'un  covariant  ç(j?,  y)  l'ex- 
posant £*,  qui  figure  dans  l'équation  de  définition 

ç(X,Y;  A,B,C,  ...) 

=  {mn' —  /n'/i/<p(/nX  -+-  /n' Y,  n\  -f-  /l'Y  ;  a,  6,  c,  . .  .)> 

et  soient  t,,  /2>  •••?  in-\  les  indices  des  covariants  '>fx{x^  y)^ 
Çj(x,  j'),  ...,  ^n^\{x^y)  qui  entrent  dans  la  formule  générale  de 
transformation.  D'après  la  démonstration  donnée  (§  V),  le  chan- 
gement de  a,  6,  c, . . .  en  A,  B,  C,  . . .,  dans  l'équation  en  5,  revient 
à  remplacer/,,  ^2?  .••,  par/,(m/i' — //i'/i)'i~*,  t^imn' — m' ny*~^j.,,j 
et  il  en  résulte  immédiatement  que  l'indice  du  coefficient  d'un 
terme  quelconque  /«/p  dans^  sera  /«+  i^ —  2.  Mais  ce  coefficient 
a  pour  diviseur  le  discriminant  dont  l'indice  est  n{n  —  i )  ;  par  con- 
séquent rindice  du  numérateur  sera  la  somme  /«-f-  ip— 2  -h  n(n  —  i  ) 
et  son  degré  en  a,  6,  c,  . . .  le  double  de  cette  quantité  divisé  par  /i, 
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c'est-à-dîre  - — - —  ■-    -  -  H-  2(n  —  i).  En  introduisant  le  Jeg^é  o» 

du  CQvarianl  ^^.{Xj  y)  en  a^  6,  c,  , .  *,  au  lieu  de  riodic*;  i^,  'raprès 
la  relation  a/a=  'ïSa — n  -^  a,  celte  formule  se  i^implifie  et  devient 
OaH- 5pH- an  ^  4'  ^^  trouvera  pour  Iei  forme  culïi<jue  Î3,  abso- 
lument de  Hiénie,  que  le  degré  du  coefficient  de  t^t^ty  est 
5a -h  2^-h5y-|-3/î  —  6.  Ce  sont  ces  fonctions  %  et  JB  qui  jouent  le 
principal  rôle  dans  la  réduction  a  la  forme  trinôme  de  Téq nation 
du  cinquième  degré,  car  celle  réducllon  dépend  de  la  r*''solutioa 
des  équations  31=  o,  ÎB  :=  o.  Et  ici  le  point  qui  m'a  semblé  le  plus 
essentiel  et  m'a  le  plus  préoccupé  consiste  a  vérifier  la  première  en 
exprimant  ^,,  z^?  h^  ^\  t^n  fonction  linéaire  île  ilcu\  indéterminées. 
La  méthode  à  laquelle  j  ai  été  amené  repose  en  entier  sur  le  choix 
des  quatre  co variants  du  troisième  de«;ré  qui  entrent  dans  la  formule 
de  transformation^,  et  voici  comment  on  les  obtienL 


Vil. 


Une  remarque  facile  a  établir,  et  dont  j'ai  fait  usage  ailleurs  (*), 
me  servira  de  point  de  départ.  Elle  consiste  en  ce  que  les  coefficients 
des  termes  en  ç  et  x^,  dans  le  développement  de  Texpression 


(1) 


?i(s— -.^^LK^'^-g)^ 


où  ç(^,  y)  et  ^f{x^  y)  sont  deux  covariants  d'une  forme  quel- 
conque/(.c^x),  sont  encore  des  covariants  de  la  même  forme.  En 
supposant  ©(jr,y)  du  secoud  degré  et  Ox{Xjy)  du  troisième,  on 
voit  ainsi  un  premier  covariant  cubique  donner  naissance  à  trois 
autres,  et  les  éléments  de  la  formule  de  transformation 

^  _  lyi(^,  i}H-  eiytl^r,  nH-^>^pil^Jr^  i)-^  ^^4(3?,  1) 
M^.  I) 

semblent  s^otVrir  d 'eux-mêmes ^  en  partant  du  covariiuil  tfuadra tique 
(  *  )  Voit  lI^HMiTS,  Œîivreif  t.  tll,  p.  3o8. 


I 
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et  du  covariant  du  troisième  degré  obtenu  au  paragraphe  111,  en 
opérant  avec  ©(a:,  y)  sur  la  forme  proposée  /{Xy  y).  Désignons, 
pour  les  introduire  dans  l'expression  (i),  par<ï>(X,  Y)et<ï>i(X,  \  ), 
les  transformées  canoniques  de  îp(j:,  y)  et  0|  (x,  y);  on  aura 

♦.(X,  Y)  =  v/Â(.aX'-h3v/^X*Y-h3v/ïXY»-h|Ji'Y»), 
et  Ton  pourra  remplacer 


par 


Posant  donc 


dxj 
*i[(5-^/Â)X,     (t4-ti/Â)Y]. 


9i(?^-^i^'  ?r-^^i 


♦i[($-'ri/Â)X,(î  +  r,v/\)Y] 

=  {»<ï»,(X,Y)-3Ç«r,1.,(X,Y)-+-3?V<ï»3(X,Y)-V*^(X,Y), 

voici,  sous  forme  canonique,  les  expressions  des  covariants  que 
nous  sommes  tout  d'abord  amenés  à  prendre  pour  ^i{x^  y)j 
52(^1  y)j  . . .,  à  savoir  : 

<ï»,(X,  Y)  =  v/Â  (fxX3-h3v^X»Y-h3/^XY*-h[Ji'Y»), 
<|>,(X,Y)=  A  (|JiX3-f-  v^X«Y-  v^^XY»-[Ji'Y»), 
<ï»,(X,Y)  =  /Â»(fxX»—  /^Xn-  /^XY»-f-fi.'Y3), 
*i(X,  Y)=    A»([jiX5—  3/^Xn'  -h  3/ÂXY»-  {jl'Y'). 

Le  premier  est  du  troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de 
la  forme  proposée,  ou,  si  l'on  veut,  du  troisième  ordre  (*  ),  et  a  reçu 
de  M.  Sylvester  la  dénomination  de  canonisant.  Sous  cette  forme 
de  déterminant,  savoir 


?i(^,r)=3 


? 


il  sert  de  base  au  mémorable  travail  de  rilluslre  analyste  sur  les 

(')  Pour  abréger,  je  désignerai  désormais,  sous  le  nom  d'o/v/rc,  le  degré  des 
coTariants  ou  inTariants  de  f(x^  y)  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  forme. 
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conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré. 
Je  me  bornerai  à  observer,  à  son  égard,  que  toute  forme  cubique 
(a,  b,  b\  a')(.r,  yY  admettant  pour  covariant  Texpression 

(Oib^—Zabb'^a'a^,  b^b' -+- aba' —  7.ab'^, 

—  b'^b  —  ab'a'-h  ia' b^,  —  26''-+-  3a' 66'—  aa'»)(a?,  ^ )', 

on  en  tire  un  nouveau  covariant  du  troisième  degré  et  du  neuvième 
ordre  ^^  (:2?,  j),  dont  je  désignerai  la  forme  canonique  par  ^'i{X,  Y), 
de  sorte  que  l'on  aura 

W,(\,  Y)=        /Â^(2/F-3[JiA:-f-ix'[ji»)X» 

-+-3v/Â7(  /^-+-[JiiJi'v/I  — 5tfi^)X*Y 
-3v/Â»(  v/>t3-h[Ji[ji'v/3t  — 2fx'A-)XY» 
—    /Â3(2»/^— 3[ji'A--4-tx[Ji'»)Y». 

Le  second  covariant  02{jC^  j'),  qui  est  du  cinquième  ordre,  donne 
lieu  à  une  observation  importante.  Lorsque  la  proposée  /(t^  y) 
admet  un  facteur  linéaire  au  carré,  il  contient  ce  facteur  à  la  pre- 
mière puissance,  absolument  comme  les  dérivées  •^^^-J-'/f  voici  la 
démonstration  de  cette  propriété. 

Désignant  par  o-  et  t  deux  constantes  arbitraires,  j'observerai 
qu'en  prenant  pour  les  coefficients  X,  [x,  . . .,  de  la  forme  canonique 

é?=(X,Ht,V^,v/Â',îi',X')(X,Y)S 

les  valeurs  suivantes 

X  =(6<i  —  5x)a», 

JX=   j(3a-+-2T)T(jS 

jji'=  -(3x-h2(j)<rtS 
X'  =  (6'w  — Sa}-:», 

qui  donnent  identiquement 

Xfx'—  4[jiv/Z-h3A:  =  o,        X'fx  —4 Ht'  v/^-+-3A:  =  o, 


ÉQUATION    DU    CINQUIBMB    DEGRÉ.  365 

elle  devient 

.?  =  ((iX-+tY)« 

x[(6a  — 5-:)a3,  (4t  — 3<j)Tjî,  (4<j— 3T)(r:î,  (ôt  —  5<j)':5](X,  Y)». 

On  a  donc  ainsi,  dans  le  cas  d'une  racine  double,  l'expression 
générale  de  la  forme  canonique  et,  par  suite,  de  tous  ses  cova- 
riants.  En  particulier,  on  obtient 

*j(X,  Y)=T54A(a\-f-xY) 

X  [(3(i-h  2T)aV  ~(T  -  a)Tcr,  -(^t-h  3x)tî1  (X,  Y)«, 

ce  (|ui  établit  la  propriété  énoncée.  Mais  on  reconnaîtra  qu'elle 
n'appartient  plus  aux  covariants  ^'i{jCiy)  et  ç»(x,  ;),  et  c'est  ce 
qui  conduit  à  les  remplacer  respectivement  par  les  suivants 

qui  sont  encore  du  septième  et  du  neuvième  ordre,  et  où  elle  se 
retrouve.  On  obtient  en  effet,  dans  le  cas  d'un  facteur  double,  les 
expressions 

4<l>,(X,Y)-t-A*,(X,Y) 

=  -i-v/Â»xa(aX-+-xY)r(3a-f-9.T)(j*,  _-^T-h(T}T7,  (3':-h2a)xî   (X,  Y)*, 

|*4(X,Y)-h3A*,(X,  Y)-+-9GV,(X,Y) 

=  ~  ^/^^^«^«((J  — T)(3Tî-H2':7-h3':î)((TX-hTY)», 

cl,  î»i  on  les  désigne  de  même  par  'f3(.*-,  ^0  ^^  ?4(^».^')  ^^^  ^^  "^ 
pas  multiplier  les  notations,  leurs  formes  canoniques  seront 

1>jfX,Y}=         /Â^(5îJiX»-v/>fX2Y-v/Â^XY*-i-3;/Y3), 
'^^(X,  Y  )=         /Â^Lj/Âîji  h-  yr>(-2v/^^-  '\\xk  -^  .u';x«)]X3 

-  3v/Â^[3 v/Â/Â - 9<Kv/^-^-  ;^:^'v''^ -  ' :^/0]>^* v 

-  /Â3  [  7  v/Â  a'  -f-  90  (  2  /X^  -  3  ^'  k  -4-  ji.u'*  )]  Y^ 
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conditions  de  réalité  des  racines 
Je  me  bornerai  à  observer,  ii  ^t 
(a,  6,  6',  «')(*^?  .X)'  admcttanl 

on  en  tire  un  nouveau  m  variant 
ordre  ^t  (x^y)^  dont  je  désigner 
de  sorte  que  Ton  aura 

W,(\,Y)=         ^(v 

Le  second  covariant  ©^(jr,  ^) 
lieu  à  une  observation  i  tu  pot 
admet  un  facteur  linéaire?  au  i 

mière  puissance,  absoliutieni  ' 

démonstration  de  cette  propr 

Désignant  par  o-  et  t  deui 

qu'en  prenant  pour  les  f^opfliir 


^=iX,  fA,^^ 


les  valeurs  suivantes 


xM 


(i> 


qui  donnent  identiquement 


^pt^diiwttie  de  trimsfùnuiH 
IpenMftflûlÊiiiml  défim«(*>| 
^•HM?  laftârianl  du  huitième 
«■■L  lîf  €^  lie  é  q  u  n  1 1  o  îK  1%(f r c- 
d'iUL  facteur  double 


A.  lî,  C, 


nt  i  (»Q  egrafianl  du  pirmlfr 
tlwr  Niicuirc  dftté  un  Ciirré» 


,,iri  /  =  ï<i»*t  -  -  »  I  i'*t  a'  K  A',  r  >• 
P  le  dborimioâtit  :  M,  C»y\ff 


d(X 


miiL  I 
rdrei 


I  »hiU  ff4«i«/ii>  carré.  Or  m  oprnint. 

„r  dr^ré  91  d*onlrT  3n~4t  a>iïïi*€l 
g  fh      ^^    t  r  Ui^irur  linéaire,  Diiis  le 
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/•vanouil  bien  dans  le  cas  où  la  proposée 
•  'j;alcs.    I/invariant    du    douzième    ordre 

se  présentera  bienlôt,  pourrait  être  appelé 
r'S  deux  condilions  D  =  o,  D|  =  o  exprimant 
it  deux  facteurs  linéaires  doubles. 


Mil. 

s  à  un  point  bien  important  et  qui  servira 

^  considérations  précédentes,  c'est  le  calcul 

ue  à  quatre  indéterminées  désignée  par  J3l. 

les  coefficients  de  cette  forme  sont  des  inva- 

r  de  plus  qu'ils  contiennent  tous  le  discrimi- 

leur,   le  coefficient    du    seul    terme   t^  étant 

à  cet  ert'et  Texpression 

l)-+-  WOjCa",   l)-r-  PÇj^X,    l)-h  W  O'JX.   l) 

>ant 
-«9,(3:,  i)-f-rcp3(j-,  t)-i-wt^i(x,  I); 

liant  OTo)  ^ii  ^'2'>  -^3?  -^4  les  racines  de  l'équation 
tité  B(j?o)  sera  divisible  par 

- .—  a:,  )  ( J-o^  •'■2  »  '  ^0  —  .'"3  )f  ^0  —  'fi  ». 

I  eflel  ->  -•  — *  —  »  -  dans  H(x)  par  leurs  valeurs 
a     a     se      a     oc  \     /   i 

racines,  H(.ro  )  prench'a  évidemment  la  forme  sui- 

r  fonction  entière.  Cela  étant,  plaçons-uous  daiiî»  le 

«rines  égales,   en  supposant  par  exemple  XQ=zu*i, 

'\iiriants  qui  entrent  dans  H(j7),  et  |)ar  conséquent 

I  rllc-méme,  s'évanouira  pf)ur  .r  ==  7-„.   Il  en  résuit*» 

■  .^2^  ^3i  ^a)  S'annule  quand  on  y  fait  .r„  =  .ri,  rt  il 

iiiMiie  pour 
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OU  encore 

<Ï>4(X,Y)=        /Â'[(7^-h75A-i8X)îx-64Xfx'/t]X» 

~3v/Âi[(3^-M5iA-9oA-)Â  — 64X>»]X»Y 

-    V^[(7^-^  75A-i8A)Hi'-64X>/î]Y». 

Tous  les  covariants  dont  se  compose  la  formule  de  transforma- 
tion pour  Téquation  du  cinquième  degré  sont  maintenant  définis  (*  ), 
et  il  ne  me  reste  plus  qu'à  montrer  que  l'invariant  du  huitième 
ordre  D  =  A^-j-  128B  est  le  discriminant  de  cette  équation.  Effec- 
tivement les  équations  (i)  relatives  au   cas  d'un  facteur  double 

donnent 

g  ={—  3oa*H-Ci':(X  — 3ot«)(x5t», 

a5/t  =(6(t«-hi3tj-+-6':«)(x»t5, 

A-  =  j6t«, 
d'où 

fr  -^  ii'ih  —  lafiX-  =  o, 

et  en  remplaçant  g^  A,  k  par  leurs  valeurs  en  A,  B,  C, 

A>-4-i28B  =  0, 


(*)  Celui  du  neuvième  ordre  mérite  d'tHrc  remarqué;  si  l'on  opère  en  effet  avec 
le  covariant  quadratique  sur  ^^{x,  y)y  on  est  conduit  à  un  covariant  du  premier 
degré  qui,  dans  le  cas  où  la  proposée  contient  un  facteur  linéaire  élevé  au  carré, 
•coïncide  avec  ce  facteur.  Sa  forme  canonique  est 

A'[(3^-m5iA-9oA)v/^  — 6'4X'jx2]\_a'[(3^-m5iA  — 9oA-)0t  — 64V']y. 

L'n  résultat  analogue  a  lieu  pour  toutes  les  formes  /  =  (a,  6,  . . .,  6',  a')(  x.  y)'* 
-de  degré  impair  et  supérieur  à  trois.  Soit,  en  effet,  D  le  discriminant;  M.  Caylcy 
a  démontré  que,  pour  D  3  o,  le  covariant 

devient  la  puissance  /i'*"*  du  facteur  contenu  alors  dans/au  carré.  Or  en  opérant 

sur  9(j:,  y)  avec  la  puissance  du  covariant  quadratique  du  second  ordre 

de  la  forme  proposée,  le  covariant  du  premier  degré  et  d'ordre  3/1  —  4,  auquel 
«•n  sera  ainsi  amené,  sera  évidemment,  pour  D  =  o,  ce  facteur  linéaire.  Dans  le 
-cas  de  n  =  3,  mais  dans  ce  cas  seul,  il  s'évanouit  identiquement. 
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ce  qui  fait  voir  que  D  s'évanouit  bien  dans  le  cas  où  la  proposée 
admet  deux  racines  égales.  I/invariant  du  douzième  ordre 
D,=  25  AB-h  if)C,  qui  se  présentera  bientôt,  pourrait  être  appelé 
second  discriminant,  les  deux  conditions  D  =  o,  D|  =  o  exprimant 
que  la  proposée  contient  deux  facteurs  linéaires  doubles. 


VIII. 

Nous  voici  parvenus  à  un  point  bien  important  et  qui  servira 
d'épreuve  à  toutes  les  considérations  précédentes,  c'est  le  calcul 
de  la  forme  quadratique  à  quatre  indéterminées  désignée  par  J3l. 
Déjà  nous  savons  que  les  coefficients  de  cette  forme  sont  des  inva- 
riants, je  vais  prouver  de  plus  qu'ils  contiennent  tous  le  discrimi- 
nant D  comme  facteur,  le  coefficient  du  seul  terme  t^  étant 
excepté.  Reprenons  à  cet  efl'et  l'expression 

/çp,(ar,  i)-f-MO,('j',  \)-^v^^(x,  i)-i-iV94(jr,  i) 

^  =  —-, > 

et  soit  pour  un  instant 

e(a")  =  «ç,(a:,  \)-^vr^^(x,  i)-H  wçvCx,  i); 

je  dis  qu'en  nommant  x^^  Xx^  x^^  J?3,  X\  les  racines  de  l'équation 
proposée,  la  quantité  6(^0)  sera  divisible  par 

Remplaçons  à  cet  effet  ->-.—*—»  —  dans  ^(x)  par  leurs  valeurs 

en  fonction  des  racines,  6(xo)  prendra  évidemment  la  forme  sui- 
vante : 

\\{XQ,Xx,Ji'i,X:i,  :rv), 

n  désignant  une  fonction  entière.  Cela  étant,  plaçons-nous  dans  le 
cas  de  deux  racines  égales,  en  supposant  par  exemple  Xo=jC|, 
chacun  des  covariants  qui  entrent  dans  B(j7),  et  par  conséquent 
celle  fonction  elle-même,  s'évanouira  pour  x=^Xq,  11  en  résulte 
que  n(j:o,  ^1,  ^21  ^z^  ^\)  s'annule  quand  on  y  fait  Xq=zXx^  et  il 
en  serait  de  môme  pour 

a:o  =  a?j,        Xq  =  x^y        Xo=  Xi,; 
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d'où  Ton  voit  que  cette  expression  est  divisible  par 

On  peut  donc,  en  désignant  par  ^(x)  une  fonction  entière,  écrire 

Cela  posé,  et  observant  que  l'équation  en  z  n'a  pas  de  second  terme, 
j'exprime  ^  par  la  somme  des  carrés  de  ses  racines,  ce  qui  donnera 


-¥=i:[^^'-H' 


le  signe  ^l  ^'^ns  le  second  membre  se  rapportant  aux  diverses  ra- 
cines x  =  Xo,  X|,  Or,  on  sait,  par  un  théorème  élémentaire, 

que 

se  réduit  à  une  fonction  entière,  et  l'on  voit  par  là  que,  à  l'exception 
du  coefficient  /-,  tous  les  termes  de  ^7  sont  entiers,  ce  qui  démontre 
la  proposition  annoncée. 

Déterminons  maintenant  l'ordre  de  ces  termes  à  l'aide  de  la  for- 
mule du  paragraphe  VI, 

ôa-f-  op  H-  '^/l  —  4» 

et  qui  s'appliquera,  en  prenant  pour  8|,  82,  83,  8*,  les  valeurs  3,  5, 
-,  (j.  Pour  les  coefficients  de  t^j  /p,  v^;  «^,  uw,  iv-,  on  obtiendra 
les  nombres  12,  i(),  20;  16,  20,  24,  multiples  de  4î  quant  aux 
coefficients  de  lu^  Av,  im\,  vnr,  ce  seront  des  invariants  d'ordres 
inî|)airement  pairs  :  i4,  18,  18,  2a,  et  par  conséquent  tous  sont 
nuls,  car,  en  les  divisant  par  le  discriminant  qu'ils  contiennent  en 
facteur,  Tordre  des  quotients  est  inférieur  à  18,  qui  est  le  plus  petit 
degrc  possible  d'un  invariant  gauche.  On  reconnaît  ainsi,  et  avant 
tout  calcul,  (|ue  ^  est  la  somme  de  deux  formes  quadratiques  à 
deux  indéterminées,  l'une  en  t  et  ç,  l'autre  en  11  et  iv,  de  sorte 
que  le  mode  de  solution  de  l'équation  ^  =  o,  dont  dépend  essen- 
tiellement la  réduction  à  la  forme  trinôme  de  l'équation  en  5,  se 
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présente   de  lui-même  en  égalant  séparément  à  zéro  ces   deux 
formes. 

Voici  cette  équation  qu'on  obtient  par  une  méthode  facile  : 

l  [D,/«— 6BD/P  — D(D,  — loAB)!'»] 
^'^  1      ^-D[— Bm«-4-2D,mw-4-(9BD  — ioAD,)w«]  =  o. 

D|,  comme  on  Ta  dit  plus  haut,  est 

a5AB-f-  i6G, 
et,  en  posant 

D,/î— 6BD^v  — D(D,  — ioAB)t'>=o, 
Bm«— 2D1MW  — (9BD  — ioAD,)w«=:o, 

on  trouvera,  si  Ton  écrit,  pour  abréger, 

N  =  DÎ  — ioABD,-f-9B«D, 

ces  valeurs  bien  simples  : 

3BD4-v/ND  D,-4-/N 

/  = JT, ^'        "=— g— ^- 

Aussi  avais-je  pensé  qu'elles  étaient  la  conclusion  définitive  de  ma 
méthode,  lorsqu'un  nouvel  examen  de  l'équation  (1)  me  fit  aper- 
cevoir cet  autre  mode  de  solution  où  des  invariants  du  huitième 
ordre  seulement  figurent  sous  les  radicaux  carrés.  En  récrivant 
ainsi  : 

on  la  vérifie  si  l'on  pose 

ti —  Dv^-h  iDuw  —  loAD  w'=  o, 
10 A  f* —  6tv  —  a' -h  gDiv'  =  o. 

Or,  en  faisant 

ces  équations  deviennent 

—  5AV«-*-3v/DTV-f-U«-hioAL\V^-(-25A«— 9D}\V«=o. 
H.  -  II.  24 
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La  première  est  satisfaite  par  ces  valeurs 


9 


V  =  ûW  + 


ï"' 


où  9  reste  arbitraire,  et^  en  les  substituant  dan^  la  seconde,  il  siiffira 
pour  la  vérifier  également  de  prendre 

Deux  voies  s'ouvrent  donc  comme  con*ie^quence  de  ces  deux 
modes  de  solution,  pour  achever  la  réduction  k  la  forme  trinom*' 
"en  ealculant  et  résolvant  Téquation  du  troisième  degré  îl  ^  o.  Et, 
comme  on  ne  peut  voir  d'avance  aucun  tnoLif  de  préférer  Tune  u 
Fautre^  toutes  deux  doivent  être  suivies  afin  d*cn  comparer  les 
résultats,  et  reconnaître  les  irrationnalités  quelles  inti'oduisenl 
dans  la  formule  de  substitution.  Mais^  me  s^entanl  plutôt  attiré  vers 
la  méthode  de  résoluhon  de  réqualion  du  cÎDf|uièiue  de^^é  à 
laquelle  M,  Kronecker  a  attaché  son  nom,  j'ai  préféré  consacrer  a 
l'approfondir  le  temps  que  ces  calculs  paraissent  exiger.  J'in- 
diquerai cependant  quelques  cas  particuliers  où  ils  s'abrégeraient 
beaucoup,  en  supposant  par  exemple  D^^o  ou  B:^u;  car  il 
suffirait  de  prendre,  dans  le  premier, 


et,  dans  le  second^ 


Enfin,  si  Ton  avait 


t  =  ±i/bt%      iv  =  o, 

5\h-3/D  =  o, 


ce  qui  rendrait  illusoires  les  expressions  de  T  et  V,  un  devrai! 
poser 

d'où 


U  =  o,        T=«V, 


—  T 


w  =  W, 


En  m'arrélant  donc  à  ce  point,  en  ce  qui  concerne  la  premieiv 
méthode  dv  résolu  lion,  je  vais  encore,  avant  de  nr  occuper  de  la 
méthode  de  M-  Kroneckerj  déduire  de  ce  qui  précède  la  délermi- 
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nation,  au  moyen  des  invariants,  du  nombre  des  racines  réelles  ou 
imaginaires  de  Téquatioii  du  cinquième  degré* 

IX. 

Les  résultats  obtenus  dans  Tétude  des  formes  à  deux  indéter- 
minées, indépendamment  de  leur  intérêt  propre,  paraissent  avoir 
pour  conséquence  de  donnera  la  théorie  des  équations  algébriques 
une  base  nouvelle,  et  je  ne  pense  pas  m'éloigner  trop  de  Tobjet 
principal  de  ces  recherches  en  montrant  de  quelle  manière  les 
nouveaux  éléments  de  TAlgèbre,  invariants  et  covariants,  s'intro- 
duisent dans  les  questions  résolues  pour  la  première  fois  par  le 
théorème  de  Sturm.  Mais  ou  verra  leur  rôle  commencer  seulement 
à  partir  du  cinquième  degré,  comme  pour  rendre  manifeste,  sous 
un  nouveau  point  de  vue,  la  profonde  diflérence  qui  sépare  les 
équations  des  quatre  premiers  degrés,  seules  solubles  par  radicaux, 
de  celles  des  degrés  supérieurs.  Ainsi  on  a  déjà  remarqué  que  la 
formule  générale  de  transformation 

na  pas  d'existence  effective  à  l'égard  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré;  mais,  ces  cas  exceptés,  je  vais  donner  la 
définition  des  n  —  i  covariants  qui  servent  à  la  composer. 

Je  dis,  en  premier  lieu,  que  toute  forme  du  degré  n  admet  un 
covariant  quadratique  du  second  ordre  en  supposant  n  impair,  du 
troisième  pour  n  =  4i--\-^i  et  enfin  du  cinquième  pour  /i  =  4*4-8, 
ce  qui  exclut  le  cas  de  n  =  /\. 

On  a  effectivement,  pour  les  formes  du  deuxième  et  du  troisième 
degré  (a,  6,  ûr')(:c,7)S  {a,  b,  b\  a'){x,yY,  ces  covariants 

(aa'—b^y{a,  b,  a'){x,  y)^, 
(a^a'^-hiab'^-h/ia'b^—^b^b'^  —  Cyaa'bb'y 
X{b^—ab\  bb'  —  aa\  b'^—  a' b)(x,  yy-, 

d'ordre  2i-i-  i  et  4'  -H  î^-î  ^^  en  conclut  par  la  loi  de  réciprocité 
Tcxistence,  pour  les  formes  de  degré  2/+  i  et  4/+  2,  de  cova- 
riants quadratiques  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  Pour  le 
dernier  cas,  il  est  nécessaire  de  partir  des  formes  du  cinquième 
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degré,  et  je  vais  établir  qu'elles  ont  un  covariant  quadratique 
d'ordre  4'  4"  8.  J'opère  à  cet  effet  sur  le  covariant  cubique  et  du 
troisième  ordre,  ayant  pour  expression  canonique 

cï>uX,  Y)  =  v/Â(hi,  V/I,  V/^,  K')(X,  Y)S 

avec  le  covariant  linéaire  et  du  cinquième  ordre  obtenu  para- 
graphe III,  savoir  : 

a(v/^x-t-/x-y). 

On  parvient  ainsi  au  covariant  quadratique  et  du  huitième  ordre, 
savoir  (  '  )  : 

et  il  suffit  de  le  multiplier  par  A'  pour  obtenir  l'ordre  4'  -h  8,  de 
sorte  que  l'on  conclut,  par  la  loi  de  réciprocité,  comme  précédem- 
ment, l'existence  d'un  covariant  quadratique  du  cinquième  ordre 
pour  le  degré  4  «  -+-  8. 

Ce  résultat  peut  servir  de  base  pour  généraliser  la  notion  des 
formes  canoniques  (-)  telle  qu'elle  a  été  donnée  au  début  de  ces 
recherches;  mais  actuellement  je  me  bornerai  aux  conséquences 
que  voici  : 

Désignant  par  <f{x^y)  le  covariant  quadratique  auquel  on  vient 
de  parvenir,  j'observe  qu'en  opérant  sur  la  proposée  avec  ç(x,  y) 
on  obtient  un  covariant  du  degré  n  —  2  que  je  représenterai  par 
?i  i^^y)'  Cela  posé,  et  en  recourant  de  nouveau  au  théorème  dont 
il  a  été  fait  usage  au  paragraphe  VII,  le  système  des  n  —  i  cova- 
rianls  du  degré  n  —  2  pourra  être  défini  par  les  coefficients  des 
termes  en  S  et  r,  dans  l'expression 


.(S^-T, 


(*)  Un  coefficienl  numérique  — 3  serait  à  rétablir  devant  l'expression  qui  suit. 

E.  P. 

(')  On  ne  pourrait  plus,  en  considérant  par  exemple  le  septième  degré,  déter- 
miner les  coefficienis  de  la  transformée  ^  =(\  p.,  v,  ^7.  v^i  ''»  Î^'>^')(X,  Y)*  en 
fonction  de  W  =  g^  «xj!'  =  /t,  W  =  k  et  /.  Il  serait  nécessaire  de  joindre  à  ces  quan- 
tités, V  —  v',  p.  —  jx',  et  niéme  a  —  X'  qui  s'expriment  facilement  par  des  invariants 
gauches;  par  cela  seul  on  peut  juger  quelle  différence  sépare  le  cinquième  degré 
dès  degrés  supérieurs. 
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V  la  vérité,  et  dès  le  cas  de  n  =  5,  ces  covariants  ne  sont  pas 
ceux  qui  ont  été  employés;  mais  ils  présentent  cet  avantage  d'avoir 
des  transformées  extrêmement  simples,  qu'on  peut  obtenir  expli- 
citement si  l'on  y  fait  la  substitution  propre  à  ramener  o(Xj  y)  à 
la  forme  monôme  ^AXY.  Et  c'est  ainsi  qu'on  peut  démontrer 
qu'ils  sont  linéairement  indépendants;  mais  j'arrive  immédiate- 
ment, sans  m'arréter  à  ce  point,  à  mon  principal  objet,  qui  est 
d'obtenir,  au  moyen  des  invariants  de  la  forme  proposée /(a?,  y)^  le 
nombre  des  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équation /(:r,  i)=  o. 


X. 


A  cet  effet  je  rappellerai  le  principe  dû  à  Jacobi,  qu'en  réduisant 
à  une  somme  de  carrés,  par  une  substitution  réelle,  la  forme  qua- 
dratique 

( /o -H  a^i -H  a« /, -^ . . . -f- a'*-W«_,  )» 

H- ( /o -f- A:/i -i- /:Vj -h . . . -H  A"-» /„-!  )«, 

où  a,  6,  ...,  ^  sont  les  racines  de  l'équation  proposée,  le  nombre 
des  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs  est  précisément  égal  au 
nombre  des  couples  de  racines  imaginaires.  Et,  si  l'on  fait 

n(x)=  ^o^o(ir)-H/|TC|(a')-+-...-H/«-|7:„>-,f:r), 

ro(x),  T:i(.r),  ...,  TZn-\{^)  étant  des  fonctions  rationnelles  quel- 
conques de  ;r,  le  même  fait  a  lieu  à  l'égard  de  la  forme  plus  géné- 
rale 

,     n«(a)-i-lP(6)-+-...-Hn«(A:). 

Or,  en  prenant 

u(x)=t  I  ^'?i(^^  i)-t-^y>(3^,  i)-f-...-h^„-|(p„-i(y,  n^ 

tous  les  coefficients  seront  des  invariants  de  /(.r,  y)^  et  par  con- 
séquent, si  on  la  réduit  à  une  somme  de  carrés,  ce  seront  bien  des 
invariants  dont  les  signes  détermineront  le  nombre  des  racines 
réelles  et  imaginaires  de  l'équation  f{x^  i)=o.  On  peut  encore 
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observer  qu'en  posant 

on  aura 

nî(a)-i- n«(6)H-. .  .-h  n«(A-)=  n^î-f- <ï>«(a)-+- *«(6)-f-. .  .4- *«(A:}, 

de  sorte  qu'il  suffit  d'opérer  sur  la  forme  quadratique  à  /i  —  i 
indéterminées 

F  =  *«(a)-f-<ï>»(6)-H...-h*>(A:). 

C'est  ce  que  je  vais  faire  dans  le  cas  de  l'équation  du  cinquième 
deg^é,  en  supposant  comme  précédemment,  pour  obtenir  la  réduc- 
tion à  la  forme  trinôme, 

ce  qui  donnera 

-DF  =[D,/«  — 6BD/V—  D(D,  — ioAB)p>| 

-+-D[— Bu«-h2D,Miv-+-(9BD  — loADOw*]. 

J'observerai  d'abord  que  le  discriminant  désigné  par  D  est  le 
produit  des  carrés  des  différences  des  racines,  multiplié  par  le 
facteur  positif  5*,  et  l'on  en  conclut  aisément  que  la  seule  condition 
D<;()  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  possède  deux 
racines  imaginaires  et  trois  réelles.  Mais  l'hypothèse  D  >  o  con- 
vient aux  deux  autres  cas  de  cinq  racines  réelles  ou  de  quatre 
imaginaires,  qu'il  s'agit  donc  d'examiner. 

Pour  le  premier,  F  doit  se  réduire  à  une  somme  de  carrés  tous 
affectés  de  coefficients  positifs;  ainsi  il  faut  et  il  suffit  que  les 
formes  quadratiques 

(I)  D|/»— 6BD/P  — D(D,  — ioAB)p», 

(II)  —  Ba»-f-2D,Mw4-(9BD  — ioAD,)w« 

soient  définies  et  positives.  Faisant  donc,  comme  au  para- 
graphe V III, 

N  =  DÎ  — ioABD,-*-9BîD, 

on  aura  les  criteria  suivants  : 

N<o,        D,>o,        B<o. 
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Pour  le  second,  deux  des  coefficients  des  carrés  doivent  être 
négatifs,  ce  qui  est  réalisé  de  deux  manières  différentes  :  d'abord 
par  la  condition  unique  N  >  o,  car  les  formes  (I)  et  (II)  seront 
ainsi  des  différences  de  carrés,  et  ensuite  en  les  supposant  toutes 
deux  définies.  Tune  étant  positive  et  l'autre  négative.  Cela  donne 
avec  N  <;  o  les  conditions 

Di  >  o,        B  >  o, 

ou  bien  celles-ci 

D,<o,        B<o, 

c'est-à-dire  simplement  BD|  >  o. 

On  remarquera  que  parmi  ces  criteria  ne  figure  point  la  combi- 
naison 

N<o,        Di<o,        B>o; 

et  le  motif  de  cette  exclusion  est  qu'on  supposerait  ainsi  les  formes 
(I)  et  (11)  définies  et  négatives,  c'est-à-dire  F  réductible  à  quatre 
carrés  affectés  de  coefficients  négatifs,  ce  que  l'on  reconnaît 
impossible  d'après  son  origine  même.  Le  Tableau  suivant  peut  donc 
résumer  nos  conclusions  : 

N  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

N  <  o,  BDi>o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 

N  <  o,  BD,  <  o,  cinq  racines  réelles. 

Mais  voici  un  autre  système  de  criteria  auquel  va  nous  conduire 
la  méthode  suivante  : 

Supposant  toujours  le  discriminant  positif  de  manière  à  n'avoir 
à  distinguer  que  deux  cas,  j'écris,  comme  au  paragraphe  VIII, 

-4-BD(ioAi^«  — 6/p  — a«-H9Diï'«). 
Cela  posé,  soit  pour  un  instant 

^=  /«— Dt^î-f-iDMw  — loADiv», 
i^=  ioAp* —  fi/p —  a» -h  ^Dtv*, 


d'où 


—  [ww* —  2Duw  ■+-  D(ioA  —  9(o)tv»J. 
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On  observera  qu'on  peut  rendre  un  carré  parfait  chacune  des  deux 
formes  quadratiques  en  ^  et  i^,  £/  et  (v,  en  posant 

90)*  —  loAo)  -h  D  =  o, 

de  sorte  qu'en  nommant  coetw'les  deux  racines  de  cette  équation, 
on  aura 

(£  -+-  io':^=(/  —  3a)V)»—  iu'fu  —  ^,  wV, 
et,  par  conséquent, 

'>.*-BD^=      £i^iZ_52[(,_3.V).-.-'(«_5..)'] 

-1 ; \(t  —  3wi»)*  —  îli  {  u iv  )       . 

CD   —  (D         L^  V  ^         /     J 

Or  voici  les  conséquences  de  cette  nouvelle  décomposition  en 
carrés  : 

Supposons  les  racines  co  imaginaires,  c'est-à-dire  aS  A' —  9 D  <;  o, 
on  pourra  évidemment  poser,  en  désignant  par  T,  U,  V,  W  des 
fonctions  linéaires  réelles  de  /,  «/,  v^  ii', 

»"- -?£(,_  3,0'.).  =(T +v^:rTv)', 


(O  —  tu 

DiO)'-  BD 
ta' —  tu 
,D,to— BD 


(t  —  3tu  f)»  =(T  —  v'^^V)*, 


to 

tu  - 


►  —  «»>       \  tu       / 

D,tu'— BD/  D      \»      ..        y _s, 

tu ; lu w)   =(L— /— l\N), 

to—  tu\  tu/^ 

de  sorte  que  F  deviendra 

(T^v/^v)V(T-v^c:7v)'~(U4-v/^r7w)»-(u-/=n'\v)', 

ou  bien 

Nous  parvenons  ainsi  à  deux  carrés  affectés  de  coefficients  né- 
gatifs, et,  par  conséquent,  quatre  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée sont  imaginaires. 
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Soit,  en  second  lieu,  aSA'^ — 9D>o;  deux  cas  seront  à  dis- 
tinguer, suivant  que  A  sera  positif  ou  négatif. 

Dans  le  premier,  les  deux  racines  w  sont  positives,  on  est  donc 

comme  tout  à  Fiieure  conduit  à  deux  carrés  dont  les  coefficients 

sont  négatifs.  Et  dans  le  second  cas  il  en  sera  de  même  encore  si 

,  .   .    0,0)  — BD    D,cd'— BD         ,    ,      .  .     •         rfc 

les  quantités  — ^ r-»  — ^— ; sont  de  siernes  contraires.  Ur  on 

^  to  —  o)  10  —  tu  *=' 

trouve 

(D,co  — BD)(Dia)'-BD)=  -Î-ND, 

d'où  la  condition 

N>o. 

Enfin,  en  supposant  N  -<  o,  F  se  réduira  à  une  somme  de  carrés, 
dont  les  coefficients  auront  tous  le  même  signe,  et  par  conséquent 
seront  positifs,  le  cas  où  ils  seraient  négatifs  devant  être  rejeté 
comme  on  Ta  déjà  vu.  Les  conclusions  qui  précèdent  sont  ainsi 
résumées  : 

7.5A* — 9D  <  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 
aSA* — 9D>o,  A>o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 
•i5A*—  9D  >  o,  A  <  o,  N  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires; 
•ij  A*  —  9D  >  o,  A  <  o,  N  <  o,  cinq  racines  réelles. 

Elles  S'accordent  avec  les  résultats  auxquels  est  parvenu  M.  Syl- 
vesler  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  et  j'observerai,  pour  en  faciliter 
la  comparaison,  qu'on  a,  entre  A,  B,  C  et  les  quantités  désignées 
par  J,  K,  L,  A  dans  ce  Mémoire,  les  relations  suivantes  : 

J  =  A, 
K=  — B, 
yL=  G-h  AB, 
A  =  A»— 2>»L. 

Mais  la  marche  que  j'ai  suivie  ne  saurait  conduire  à  ce  fait,  si 
important  et  si  nouveau  en  Algèbre,  des  criteria  renfermant  un 
paramètre  variable  entre  certaines  limites,  et  qui  me  paraît  une 
des  plus  belles  découvertes  du  savant  géomètre  anglais.  C'est  dans 
une  autre  direction  que  je  vais  suivre  encore  ces  questions  inté- 
ressantes, en  m'occupant  du  système  des  fonctions  doni  les  signes 
servent  à  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles,  comprises  entre 
des  limites  données. 
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XI. 


Après  avoir  remplacé  par  des  invariants,  dans  les  équations  de 
degré  supérieur  au  quatrième,  les  expressions  données  parle  théo- 
rème de  Sturm  pour  la  détermination  du  nombre  de  leurs  racines 
réelles  et  imaginaires,  on  est  amené  à  se  demander  s'il  nV  a  pas,  à 
parlir  du  cinquième  degré,  une  modiPication  correspondante  à 
découvrir  dans  le  système  des  fonctions  que  ce  théorème  célèbre 
présente  sous  une  seule  et  même  forme  analytique  pour  les  équa- 
tions de  tous  les  degrés.  On  peut  ainsi  penser  à  retrouver  leurs 
propriétés  caractéristiques  dans  certains  covariants,  afin  de  les 
employer  alors  au  même  usage;  mais  ce  sont  des  covariants 
doubles  qui  m'ont  paru  s'oflrir  au  moins  de  la  manière  la  plus 
immédiate  et  la  plus  facile,  comme  je  vais  le  montrer. 

Mon  point  de  départ  est  dans  une  généralisation  du  système  des 

fonctions 

V   =(x  — a)(x  — 6)...(ar  — X), 

v.=vy-J-, 

A^  X  —  a 

» 

que  je  vais  d'abord  indiquer. 

Employant  avec  M.  Sylvester  (*),  afin  d'abréger,  le  symbole 
!î(rt,  6,  . . .,  k)  pour  désigner  le  produit  des  carrés  des  dlflercnccs 
des  racines  a,  6,  . . .,  /»",  je  poserai 

,M        ^j'^ix  —a){x'—b){x'—  c)  ^.       , 

î 

V)„  =  (a-'_  a)(x'-  6). .  .(a:'—  k)  ?(«,  b,c,.,.,  A), 


(*)  On  a  Theory  of  the  syzygetic  relations,  dans  les  Transactions  philoso- 
phiques de  i853,  p.  4^7- 
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de  sorte  que  —^  sera  Tinvariant  de  la  forme  quadratique 

Jê^  X  —  a 

De  là  on  conclut  déjà,  d'après  le  principe  de  Jacobi  (*),  que  le 
nombre  des  variations  de  la  suite 

(I)  V,    \')„    V>, \*^„ 

est  égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  V  =  o  com- 
prises entre  x  et  a/,  plus  le  nombre  des  couples  de  racines  imagi- 
naires. Cette  dernière  quantité  se  déterminant  en  faisant  x  =  x'^ 
on  voit  que  les  nouvelles  fonctions  qui  sont  à  deux  variables  rem- 
plissent le  même  objet  que  celles  de  Sturm.  J'ajoute  qu'elles  ont 
absolument  les  mêmes  propriétés  et,  bien  que  je  n'aie  pas  à  les 
employer  ultérieurement,  j'indiquerai,  à  cet  égard,  les  propositions 
suivantes. 

Soit 

•Çi  =  XiX"-^  -+-  B/a:"-'-»  4- ...  ; 

les  coefficients  A/,  B/,  . . .  étant  des  polynômes  entiers  en  x'  du 
degré  i,  on  aura,  entre  trois  fonctions  consécutives  \'^_i,  ^/,  '^z+i, 
la  relation  suivante  : 

On  voit  ainsi  qu'elles  pourront  de  proche  en  proche  s'obtenir 
toutes  en  partant  des  deux  premières,  X>o  ou  bien  V  qui  est  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée,  et  'vj^i  dont  voici  l'expression. 
Supposant  que  V  soit  donné  par  la  fonction  homogène  /{x,  y) 
pour^  =  I ,  on  aura 

*  dx        dy 

en  faisant  de  même  y  =  i . 

C'est  donc  uniquement  dans  l'introduction  de  cette  quantité 


(»)  Ueber  einen  algebraischen  FundamentaUatz  und  seine  Anwendungen 
(Journal  de  Crelle,  t.  53);  voyez  aussi  une  Note  de  M.  Borchardt  faisant  suite 
i  rtrticle  de  Jacobi. 


1%Q 


CE  L' VU  ES     f>E    CIlAftLES     rrEBMlTE. 


4f 


à  la  place  de  la  dérivée  V(  ^  ~  que  consiste  la  modification  af 

portée   aux  fonctioQS  du   tbéorènie  de  Sturm,   el,  pour  bien  en 
luoiitrer  reflet,  je  va! à  employer  succineleinenl  le  mode  de  démon*  ' 
stration  de  ce  lliéori'inc  fondé  sur  des  considéra  lions  de  continuité, 
en  laissant  fixe  la  cjuanLité  x'  et  faisant  croître  x  de  jTq  à  X.  Partantl 
pour  cela  de  Téquation 

V    "'  ^  X  —  a  ' 

je  rcuiarque  que,  si  x'  est  en  dehors  de  ces  limites  et  supérieur  à  X,J 
par  exemple,  X^^  se  comporte  exacLemenl  comme  la  dérivée  %*•] 
D'ailleurs^  quand  une  fonction  inleruiédiaire  quelconque  'Çi\ 
s^annule,  V^/_i  et  X^/^i  sont  de  situes  contraires;  donc  IVscès  du 
nombre  des  variations  de  la  suite  (2)  pour  x  ^^  Xq^  sur  le  nombre 
des  variations  pour  *r  ^  X,  est  égal  au  nombre  des  racines  réelle» H 
de  réquation  V  =  o,  qui  sont  comprises  entre  x^  et  X,  En  suppo- 
sant .r'<CXii,  on  pourrait  eurore  raisonner  de  méuie^  mais  en 
faisant  décroître  x  de  X  a  ^0.  Enfin,  quand  Jt'  est  compris  entre 
.r^  et  X,  on  trouvera  que  rexcès  du  nomlïre  des  variations  pour^| 
X  ^  Xti  sur  le  nombre  des  variations  pour  x  ^  X  représente  le 
nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  Xq  et  x\  moins  le 
nombre  des  racines  comprises  entre  x'  et  X,  el  ces  résultats 
s'accordent  évidemment  avec  l'énoncé  donné  plus  haut. 
J^indiquerai,  en  second  lieu,  la  relation 


(^) 


v,^,  =  w,i;>i-u,v, 


W,-  et  Vi  étant  des  polynômes  ration  ne  fs  et  entiers  en  j:  el 
Le  premier  \\  1  est  Tinvariant  de  la  forme  quadratique 

de  sorte  que  la  suite  des  polynômes  à  deux  variables 
1,    W,,    W.,     ..„    W« 

donne  par  les  variations,  absolument  comme  la  suite  des  fonctions 
<'/,  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  x  el  x\  aug- 
menté du  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires*  Pour  avoir 
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Te^pression  de  U/,  soit 

e(/>)  =  (a-/>)(a-a;')-f.(ô-/>)(6-ar')-... 

-H(A:-/>)(A:~a:')  =  2(«-/>)(«-^'), 
cl  de  même 

el  ainsi  de  suite.  On  trouvera  ainsi 

u,=2](a?-«)(^'-«)0*(a), 

Vk=^(^—a)(x—b)(x  —  c),{x'—a)(x'—b)(x''-c)l!i(a,b,c)^*(a,b,c), 

La  loi  de  ces  expressions  est  évidente,  et,  bien  que  dans  Téqua- 
lion  (2)  l'indice  /  ne  doive  pas  surpasser  n  —  i ,  on  peut  néanmoins 
les  continuer  jusqu'au  terme  U,/  que  Ton  trouve  aisément  avoir 
pour  valeur  V^i'C>„.  On  obtiendrait  de  même  d'ailleurs 

\V«  =  V\'^^,        d'où        \v„^,  =  o, 

comme  on  pouvait  effectivement  s'y  attendre.  Mais  c'est  la  rela- 
tion 

qu'on  doit  surtout  remarquer;  si,  pour  abréger,  on  représente 
par -!->—•  •••»  — les  valeurs  de  la  fonction  V,  pour  j:  =  a,  0,  ...,/*, 
de  sorte  que 

-\-  =(a  —  b,(a'—c)..Ja  —  / J, 

—  z=zt  b  —  a*'  b  —  c  f. .,(  b  —  A). 
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on  aura  les  expressions  suivantes  : 

jb^  \x  —  <i)\x  — a) 

On  voit  assez,  sans  aller  plus  loin  dans  cette  étude,  rélroile 
liaison  de  ces  nouvelles  fonctions  avec  celles  du  théorème  de  Sturm 
dont  elles  reproduisent  les  propriétés  analytiques.  Elles  servent 
ensuite  de  transition  naturelle  et  facile  pour  arriver  à  celles  dont 
je  vais  établir  l'existence  à  partir  du  cinquième  degré  et  qui  sont 
des  covariants  doubles  de  la  forme  /(^,  ^),  Féquation  proposée 
étant  /(^,  i)=  o.  Pour  cela,  il  suffira  de  remplacer  la  forme  qua- 
dratique 

2x'  —  a  ,  .  .  ^. 
(  «0  H-  a/i  -4-  a*  ^j  -+- . . .  H-  a'  // )«, 
x  —  a 

qui  donne  naissance  aux  fonctions  \*>,  par  celle-ci  : 

I  x'  —  a  y 


1. 


ll*(a), 


011  Ton  a,  comme  au  paragraphe  X, 

En  eflet,  les  expressions    '  '~^   "     étant  des  covariants  doubles,  et 

les  quantités  n(a)  des  invariants,  tous  les  coefficients  de  cette 
forme  seront  des  covariants  doubles  en  x  et  y  d'une  part,  x^  et  r' 
de  l'autre,  et  auxquels  on  pourra  donner  f{x,  y)  pour  dénomina- 
teur commun.  Mais  je  ne  veux  pas  m'étendre  davantage  sur  ces 
questions  générales,  qui  m'éloigneraient  de  mon  sujet;  je  m'abstien- 
drai même  d'appliquer  ce  qui  précède  à  l'équation  du  cinquième 
degré,  pour  entrer  immédiatement  dans  l'étude  de  la  méthode  de 
résolution  par  les  fonctions  elliptiques  dont  M.  Kronecker  est 
fauteur.  Les  recherches  que  je  vais  exposer  m'offriront  d'ailleurs 
l'occasion  de  donner  un  système  spécial  au  cinquième  degré  de 
ces  covariants  en  x  et  i*,  x^  et  y  qui  peuvent  remplacer  les  fonc- 
tions de  Sturm. 
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La  transformation  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  deux  sortes 
d'équations  alj;;ébriques  de  la  plus  grande  importance  pour  TAI- 
j;èbre  et  la  théorie  des  nombres  ;  les  unes  sont  entre  les  modules  X 

el  /*,  les  autres  entre  le  multiplicateur  -^  et  le  module.  Ce  sont  ces 

dernières  qui  ont  été,  au  point  de  vue  de  la  résolution  de  l'équation 
du  cinquième  degré,  le  sujet  des  beaux  travaux  de  M.  Kronecker  et 
de  M.  Brioschi,  et,  comme  les  résultats  obtenus  par  ces  éminents 
géomètres  me  serviront  de  point  de  départ,  je  vais  les  rappeler 
succinctement. 

D'après  un  théorème  de  Jacobi,  démontré  dans  le  n**  3  des  Annali 
di  Mathemalica,  t.  I,  année  1858,  p.  i^5,  par  M.  Brioschi  (*),  on 

sait  que  les  racines  de  Féquation  du  sixième  degré  entre  '=-=^  x 

et  /',  savoir 

/—  sin  am4oj  sin  arnSd) 

yx  =^     .  > 

sm  coam  4 1»  sin  coam  8  o) 

.  K       vK-+-  iK'  •>     ,      ^ 

(o  étant  successivement  —  el  t pour  v  =  o,  i ,  2,  .5,  4,  s  ex- 
priment de  la  manière  suivante  : 

Désignons  par  y/Xy  celle  qui  correspond  a  w  = : ,  ce  qui 

conduit  naturellement  à  adopter  la  notation  \/x^  pour  la  première 
qui  est  donnée  en  faisant  (o  =  —;  on  aura 

(i)  •   /J^=  Ao-hA,-4-A2.  '   v^=  Ao~  ?»A,-f-p*Aj. 

'  v/^=  Ao-HpA,-hp*A„  (  /r^=  Ao-f-p*A,H-pA,; 

p  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité.  Ces  expressions  remar- 


(')  Le  P.  Joubcrt  avait  trouvé,  de  sun  côté,  la  munie  démonstration,  en  s*oc- 
cupant  de  la  formation  des  équations  entre  M  et  A'  pour  la  transformation  relative 
au  cinquième,  septième  el  onzième  ordre  {Comptes  rendus,  séance  du  la  avril 
i858). 
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quables  u'apparlieiinenl  pti;*  uniquement  d'ailleurs  h  l'ëqualion 
entre  x  et  k  :  elles  se  retrouvent  a  l\^gard  des  racines  des  étj na- 
tions analogues  (^)  que  donne  k  théorie  des  fonclionià  elliptiques 

entre  Fin  verse  du  multiplicateur  x  et   les   quantités   ^^i  Xj* 
•  Lidêe  hardie,  et  qui  devait  ^tre  si  féconde» 


<l-f)' 


d'étudier  en  général  loules  les  équations  du  sixième  dc^-ré  dont 
les  racines  s'expriment  de  cette  manière^  quels  que  soient  A(j,  A|, 
A3,  revient  en  entier  à  M,  Kronecker.  L  n  premier  résultai, 
obtenu  mais  non  publié  par  le  savant  géomètre,  a  été  donné  par 
M.  Brioschi  à  la  page  a5f>  des  Annali  di  Matematica^  \.  I, 
année  i858,  et  consiste  dans  la  rormation  même  de  cette  équation 
du  sixième  degré»  Si  Ton  pose 


A  =  A3- 


AjAi, 


B  ^  8AJA, At-îiAÎ Aî  Aî-h  Aî Aî-  Ao(AÎ-+-  Aî), 
G  =  3ioAîAîAÎ  — irioAiAÎAÎ^2oA;AtAt-*-(iAîAS 

«4Ay(3.ïAÎ  — !îoAÎA,A,-h:iAîA3)(AÎ-hAf)-h  A[»- 


elle  aura  cette  forme  remarquable  (  ^  )  ; 

(:r^  A)'(3*- 5A)"[-ioB(a7  — A)>  — G(3r  — A)- 


»Bï— AC  =  0. 


Un  second  résultai  exlréuiement  iraporlanl  esi  dans  rabaisse- 
ment de  cette  éc|uation  au  cinquième  degré  {*).  Les  expressions 

données  par  la  formule 

Findicê  V  étant  toujours  un  nombre  entier  pris  suivant  le  module  5, 
sont  en  elFet  les  racines  de  Féquation  suivante,  où  j^fl  représente 


i')  M*  ÛnHJscnit  Stit  méthode  di  Kmneckcr  per  la  riiôtu^ione  dHle  cqutt- 
siotii  di  quinio  gr^do,  Atti  delV  Ifuiittiio  Lombardù»  l»  l^  r858,  p.  a^S,  |  ïl, 
et  le  I*.  JoLîBEnT,  Comptes  rendus,  t.  Xt.VII,  iH5Ht  p.  3:Ji» 

(')  M,  Kiior^ECKERi  Ueàer  die  Gleichuftgen  fûnften  Grades  {Journal  de  €  relie, 
t,  59,  année  t&h). 

(')  Le  ca*  particulier  de  Téquation  M  et  A"  a¥ait  été  pour  la  première  foi^ 
obtenu  par  (e  P.  Joubert  (  CQmpies  rend  m ^  séance  du  la  avril  i858,  t,  XLVI, 
p.  :i8). 
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le  discriminanl.  (  '  )  de  la  proposée,  savoir  : 

v»-+-  2oB^*H- 10(98»—  XC)y^-h  iooB(9B«—  AC)^» 

-H  •25(9B«—  AC)«^  — /Û  =  o. 

Enfin  cette  réduite  peut  être  simplifiée,  et,  en  posant  y/y=:4ar, 
M.  Brioschi  parvient  ultérieurement  à  ce  beau  résultat  (2)  : 

,       5B    ,       5(qB«— AG)  1   4/77 

Il  sert  en  efiet  d'origine  à  ces  équations  remarquables  du  cinquième 
degré  dont  les  racines  s'obtiennent  sous  forme  explicite  à  l'aide 
des  transcendantes  elliptiques,  et  qui,  à  cet  égard,  offrent  deux 
cas  principaux.  Le  premier  s'obtient  en  posant 

A  =  i,        B  =  o,        C=— 2U-«A:'*; 

alors  l'équation  du  sixième  degré  en  x  n'est  autre  que  la  relation 
entre  le  multiplicateur  et  le  module  considérée  plus  haut,  çt,  comme 

on  l'a  dit,  on  a 

/- __        sin  am(j>  sin  am8(o 

sin  coam4(<i>  sin  couin8(i> 

Quant  à  la  réduite,  elle  a  la  forme  trinôme 

ar5-t-  Sk^k'ix  —  aXU'Hi  —  ïA»)  =  o, 

à  laquelle  j'ai   eu   pour  but,    dans    la    première    partie    de   ces 
recherches,  de  ramener  toute  équation  du  cinquième  degré. 
Le  second  cas  s'obtient  en  posant 

il  conduit  à  la  réduite 


(•)  On  trouve  aisément,  pour  A  =  o, 

n  =(C'-.ia3H^)'; 
«l,  pour  B  =  o, 

(2)  .%*•  5  des  Annali  di  Matematica,  année  i858,  t.  I,  p.  326. 
H.  -  II. 
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OU  plus  simplement,  en  mettant  -rp  au  Heu  de  ar, 


a?* —  lox^-^  ^^x  -h  4- 


kk' 


et  c'est  à  cette  équation  particulière  que  la  méthode  de  M.  Kro- 
necker  permet,  comme  on  le  verra  bientôt,  de  ramener  le  cas  gé- 
néral. Quant  à  Féquation  en  x  du  sixième  degré,  ses  racines  s'ex- 
priment de  celte  manière 


—       cosamao)       cosain4a) 

, 

cosam4(»        cosani'io) 


v/ar  = 


(o  étant  toujours  -r  et z ;  nous  avons  amsi  les  quantités  par 

lesquelles  M.  Kronecker  est  parvenu  le  premier  à  représenter  cer- 
taines fonctions  cycliques  des  racines  de  l'équation  générale  du 
cinquième  degré,  et  par  conséquent  les  racines  mêmes  de  cette 
équation.  Mais  je  renonce  à  dire,  en  énumérantees  divers  résultats, 
ce  que  je  crois  plus  particulièrement  appartenir  au  géomètre  alle- 
mand et  à  M.  Brioschi,  plusieurs  choses  fondamentales  me  pa- 
raissant avoir  été  simultanément  découvertes  par  les  deux  auteurs. 
Je  citerai  surtout  ce  qui  concerne  les  résolvantes  de  l'équation 
générale  du  cinquième  degré,  dont  les  racines  ont  la  forme  donnée 
par  les  équations  (i).  J'ai  étudié  avec  admiration  l'analyse  donner 
par  M.  Brioschi  sur  ce  point  si  important,  et  elle  me  servira  Ai' 
base  pour  les  considérations  que  je  vais  exposer. 


XIII. 


Désignons  par  Çv,  Tindice  étant  un  nombre  entier  pris  suivant  le 
module  5,  les  racines  de  Téquation  (a,  (3,  y,  ■/,  p',  a')(Ç,  i)5=  o, 
de  manière  à  représenter  par  ces  formules  de  M.  Betti,  savoir 

Çav-t-6«  Ç(av-+-6)*-+-<ï 

OÙ  a^  b.  c  sont  également  des  nombres  entiers  pris  suivant  le 
module  5,  les  120  permutations  de  ces  racines.  Elles  se  décom- 
posent  en   ces   deux  groupes    de   60   permutations   conjuguées. 
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savoir 

(1) 

(11) 


Ça»v-f-6  I 

Ç(a*v-+-6)'-t-c 


de  sorte  que  toute  fonction  rationnelle  des  racines,  invariable  par 
les  substitutions  d'un  de  ces  groupes,  n'aura  que  deux  valeurs 
distinctes,  et  s'exprimera  rationnellement  par  les  coefficients  de  la 
proposée  et  la  racine  carrée  du  discriminant.  Considérant  désor- 
mais comme  quantité  adjointe  cette  racine  carrée,  on  pourra  se 
borner  aux  substitutions  (1),  et  les  fonctions  des  racines  dont  nous 
allons  surtout  nous  occuper,  qui  ont  seulement  six  valeurs,  seront 
caractérisées  comme  ne  changeant  pas  par  les  substitutions  ^a^+b- 
Soient  donc  m  =  F(Çoi  Si»  $2,  Ss?  \\)  une  telle  fonction  et  Un  ce 
qu'elle  devient  en  remplaçant  Çv  par  $3v«+/i5  les  six  valeurs  qu'elle 
pourra  prendre  pour  les  60  permutations  (I)  seront  w,  Moj  Wi?  Wsj 
«3,  W4,  et  le  système  de  ces  quantités  donne  lieu  à  la  remarque  sui- 
vante. Convenant  de  représenter  la  première  par  a.,  et  les  autres 
par  Unt  l'indice  étant  pris  suivant  le  module  5,  on  vérifiera  très 
facilement  qu'aux  substitutions 


(A) 
correspondent  (  *  ) 


Un 


i    Un 


Mais  les  substitutions  (A)  répétées  donnent  toutes  celles  des  for- 
mules (I),  et  il  est  visible  qu'en  composant  entre  elles  les  substi- 

Un  \ 


tutions  (B),  on  trouvera  pour  résultat 


"«/1-4-A  r  ^'  ^^'  ^'  ^'  ^^^"^ 


en  -h  il     : 


des  entiers  pris  suivant  le  module  5  et  tels  que  ad —  ijc  est  résidu 
quadratique.  On  voit  donc  que  le  groupe  de  l'équation  en  //,  dans 


(»)  Par  m  se  iroufc  désigné  a,,',  n'  étant  un  entier  tel  que  nn'^-.i  (modj). 
n 

E.   P. 
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le  sens  de  Galois,  est  le  même  que  celui  de  Féqualion  modulaire 
du  sixième  degré;  mais  cette  remarque,  que  j*avais  indiquée  (  '), 
ïi^est  qu^un  premier  pas  vers  un  résultai  Ijeaucotip  plus  important 
donné  aussi  par  M.  Briosehî. 

Supposons  qu'au  Heu  d'être  invariable  par  les  substitutions 
Ç<i»v4,&î  1*1  fonction  des  racines  que  Ton  vient  de  désigner  par  u  soit 
cjcliqye,  et  cbange  de  signe  quaxid  on  y  remplace  Çy  par  ^^^:  on 
trouvera  qu'aux  deux  premières  substitutions  (A)  correspondenl 

celles-ci  :  î     "      U\        '^    L  et  que  le  résultat  de  la  troisième  est 

représenté  ainsi  : 


Ui      Ui      Ui  u^    I 

Ut      U,      Uf     —u^\ 


Cela  poséj  faisons  dans  les  relations  (  i  )  dn  paragraphe  précédent 
Ap  /s  =  A:^ /s  -K  A'o -h  X'i -h  A'î  h-  kt  -k  k^^ 

^At/Ï^l^^  pA,  +pUt-+-p«Â^*-+-p*AH, 

p  étant  une  racine  cinquième  de  l'unité,  satisfaisant  à  la  condition 

—\/5  =  p  -hp^—  p«—  p*, 
et  elles  deviendront 

|/^^  =  k^  V^5  -i-ka-hki-^  Aï  -H  A  j  -4-  A'4 , 

/a?<,  —  X'a,  4-  A^tt  /s  —  A  t  -+-  Arj  -h  Aj  —  A  * , 
i/57  =  k^ —  A'^H-  A"!  /5  —  Ati h-  A'â  H-  At* 
|/^  =  A^H-  A'o  —  Al  -h  Aï  v/5  —  Aj  -h  Ati, 
^/5Ï  —  Ar^ H-  ^0 H-  A I  —  A, -V*  A*, /5  —  *%, 
|/ï^  =  A". ^  Ao H-  A|  -+-  A j  ~  A'a  -H  Ai /5, 

Or,  en  représentant  le  système  des  quantités  x  et  A'  par  jr« 
et  An,  Tindice  rievant  recevoir  les  valeurs  qo,  o,    i^  a,  3,  4»  ^^ 

(*)  5(iJ'  ^d  théorie  des  fondions  homogène»  à  deux  indetet'mintts  {  Cam- 
bridge and  Dublin  Malhémaiical  Journal  ^  a  a  née  iSS4)*  Hermitè^  €Eu^T€s,  t,  l» 
p.  346. 
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vérifie  immédiatement  qu'aux  substitutions  |    "      [,  ]         "    >  cor- 

(   \/x~        \     (         \/ X       \ 

respondent  celles-ci  |       "      ',  "     ,  et  enfin  que  la  suivante 

1       t       /  f.    [  donne  absolument  de  même  pour 

résultat 

v/^,      v/^,     — v/^,     V^^,     V^,     — /â\  ) 

On  voit  donc  qu'en  posant  Ar„=w,/  les  substitutions  élémentaires  (A) 
effectuées  sur  les  racines  Çy  ne  feront  que  reproduire,  sauf  l'ordre 
ou  le  signe,  les  quantités  \fôcii\  par  conséquent  il  en  est  de  même 
de  toutes  les  substitutions  (I),  et  les  coefficients  de  l'équation  du 
sixième  degré  en  x  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ceux  de 
l'équation  proposée  du  cinquième  degré,  et  de  la  racine  carrée  du 
discriminant. 

La  belle  découverte  de  M.  Kronecker  est  une  conséquence 
immédiate  de  ce  que  l'on  vient  d'établir.  Revenant  en  effet  aux 
expressions  désignées  dans  le  paragraphe  précédent  par  A,  B,  C, 
on  voit  qu'en  disposant  de  la  fonction  cyclique  u  et  du  module, 
de  manière  à  avoir 

16  ^  i  —  ,6A:U-'» 

^  =  ^'         ^=-îû^'         ^  =  "'      k^k'^      ' 

les  six  quantités  y^  seront  explicitement  données  par  la  fcrmule 

cosamso)        cosam4(i> 
cosani4(<i>       cosamao) 

A  cet  effet,  soit  pour  un  instant 

la  fonction  cyclique  choisie  par  le  savant  géomètre  est  celle-ci,  où 
figurent  deux  indéterminées  p  et  q^  savoir 

M=     (oia)-t-(i23)-h(a34)-+-(34o)-4-(4oi) 
-(2io)-(32i)-(432)-(o43)-(io4). 

Cela  étant,  la  condition  A  =  o  détermine  —  par  une  équation  du 
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second  degré  ;  la  relation 

C»  __  i6(i  — i6A:«A:^«)» 

dont  le  premier  membre  dépend  seulement  de  —  >  donne  Ar*Ar'*; 

enfin  la  condition  B  =  —  Trpi  ^ichève  de  déterminer/?  et  q.  Voici 
maintenant  une  remarque  importante  qui  résulte  de  cette  méthode. 


XIV. 

On  a  vu  tout  à  Theure  que  l'équation  du  sixième  degré 

(i)     (ar  — A)»(a7  — 5A)-+-ioB(j:  — A)»— C(2r  — A)-+-5B«— AG  =  o 

était  réductible  au  cinquième,  la  transformée  obtenue  par 
M.  Brioschi  ayant  pour  racines  les  expressions 

4/5 

où  l'indice  v  prend  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  4*  H  s'ensuit  qu'en  par- 
tant de  l'équation  générale 

et  faisant  kfi  =  u,ij  nous  allons  pouvoir  revenir  au  cinquième  degré 
en  obtenant  comme  conséquence  du  passage  par  l'équation  (i)  ces 
résultats  bien  remarquables.  En  premier  lieu  la  transformée  en  z, 
savoir 

ne  contient  pas,  comme  on  le  voit,  de  puissances  paires  de  l'in- 
connue. En  second  lieu,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  dans  le  cas 
deA=i,    B  =  o,    C  =  — 2*A'^Â-'^,    et    dans    celui-ci    :    A  =  o, 

B  =  — TTFi'  G  =  2* — TTpi — '  c'est-à-dire,  au  fond,  en  suppo- 
sant B  =  o  ou  A2=.o,  cette  transformée  peut  être  résolue  par  les 
fonctions  elliptiques.  On  voit  donc  combien  il  importe  de  recon- 
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naître  de  quelle  manière  dépendent  les  inconnues  z  et  ;;  voici 
comme  on  y  parvient. 
Soit  pour  un  instant 

R  =  A. -h  A-o-4-  ^^^'(At  -h  A-,), 
S  =  ^,  4-  A-V-+.  î-ïlLl(A-,— A-o), 

2 

T  =  ^,-A-,-f-^^5^(A-,-A-0, 
on  trouvera  immédiatement 

y/xl—^xl= — (/5-+-i)T,         v^-+-V^=2Ri 

et  Ton  en  conclura  Zq=  eRST,  e désignant  un  facteur  numérique. 
De  cette  expression  rationnelle  par  rapport  aux  diverses  quan- 
tités /'„,  on  déduira  ensuite  une  autre  racine  quelconque  z^^  en 

ofTectuant  la  substitution  ]     '*      [•  Ce  résultat  montre  qu'en  faisant 

k„=  Unf  le  produit  RST,  qui  devient  alors  une  fonction  rationnelle 
des  racines  Ço?  5ij  $2?  $3?  $4)  est  symétrique  par  rapport  à  quatre 
d'entre  elles,  et  peut  s'exprimer  rationnellement  en  Ç©»  au  moyen 
des  coefficients  de  l'équation  et  de  la  racine  carrée  du  discriminant. 

Effectivement,  la  substitution  |     "      (,  par  laquelle  Zy,  se  déduit 

de  wo,  s'obtient  comme  on  l'a  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  en 
faisant  sur  les  racines  Ç  la  permutation  circulaire  qui  consiste  à 
ajouter  le  nombre  v  aux  indices.  Cette  propriété  singulière  et  si 
remarquable  du  système  des  valeurs  de  la  fonction  cyclique  désignée 
par  M,  se  retrouverait  encore  dans  le  ])roduit  de  ces  trois  facteurs 
où  (Il  est  arbitraire,  savoir 

R  =  W«-4-  Mo-^  (0(aj  -+-  Mj), 

S  =  Wi  -+-  a v4-  w  (  M^  —  Wo  ), 

T  =  Mj  —  MjH-  (J>(  Ml  —  Mi). 
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Ainsi  on  reconnaît  que  tes  substiiuttoos 


donnent  pour  résultats 


R.         S,    T  j       j  R,         S,         T 
R,    —S,    T  )'     i  R,     —S,    —  T 


R,     S, 
-T,     R, 


Mais,  nous  proposant  d'approfondir  cette  nouvelle  formule  de 
trançformalîon  qui  raint'ne  à  Téquation  (2)  Téqualioii  géncnite  du 
cinquième  degré,  nous  supposerons  toujours  dans  ce  qui  va  suivre 


X\\ 


Les  recherches  qui  me  restent  à  exposer  dépendent  principale- 
ment du  choix  de  la  fonction  cyclique  des  racines  £û,  ï,,  ;2i  ïa?  st-^ 
de  r équation  générale 

que  Ton  a  préeédemmcnt  désignée  par  a.  C'est  de  la  en  ellet  que  se 
déduira  la  formule  de  transfonnalion  ^  ^  RST,  où  la  nouvelle 
inconnue  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  racine  ^<i,  et 
en  prenant  pour  a  un  invariant  par  rapport  au%  racines,  cette 
formule,  comme  celle  dont  j'aî  d'abord  fait  usage,  savoir 

conduira  à  une  transformée  dont  les  coefficients  seront  des  inva- 
riants de  la  forme  y :^ {a,  p,  y,  v',  p\  a')(:r,  ^)'-  Les  deux  substitu- 
tions se  ramènent  en  cfTet  au  même  type,  et  chaque  expression  ti 
donne  naissance  à  des  covariants  cubiques  tels  que  ç»(jr,  ^')» 
Ça(^î  y)^  '  *  «^  mais  dont  Tordre  est  toujours  un  multiple  de  4  aug- 
menté de  3,  J'ajouterai  encore  à  ce  rapprochement  entre  les  deux 
méthodes  de  résolution  de  Téquation  du  cinquième  degré,  en  dé- 
duisant de  la  seconde  les  conditions  de  réalité  des  racines.  Sous  ce 
nouveau  point  de  vue,  on  verra  qu'il  ne  sera  plus  nécessaire  de 
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recourir  au  principe  de  Jacobi,  le  caractère  propre  de  la  seconde 
méthode  consistant  en  ce  que  Ton  opère  toujours  directement  sur 
les  racines.  C'est  pourquoi  nous  aurons  lieu  d'employer,  dans  tout 
ce  qui  va  suivre,  une  transformée  canonique  de  la  forme  proposée, 
diffrrenle  de  celle  qui  a  été  considérée  au  début  de  ces  recherches. 
Nous  la  définirons  par  une  substitution  linéaire  qui  donne  pour 

résultat 

f  =  (o,a.b,b',tt',o)(r,9)S 

et  de  manière  qu'aux  racines  lo,  $,,  Ço,  $3,  ^^  correspondent  respec- 
tivement les  quantités  i,  e,  o,  ao,  r^,  en  posant 

Soit  donc  I  =  a''6(Çoî  $n  ^2»  S37  Ç4)  l'expression  en  Ço»  $1?  ••• 
d'un  invariant  dont  l'ordre  soit  un  nombre  pair  quelconque  /i;  en 
désignant  le  coefficient  de  Çj  dans  B  par  0(Ço?  Su  $2»  is?  $4)»  on 
iuira  pour  forme  canonique 

I=(5a)«e(i,£,o,Yi). 

Je  vais  appliquer  ce  résultat  à  l'invariant  du  dix-huitième 
ordre  K,  dont  je  rappellerai  d'abord  l'expression  en  fonction  des 
racines. 

Soient  à  cet  effet 

F=(Ço-?l)($0-$4)(?3-$l)-+-($o-?î)(5o-?»)(?t-î*), 
H=(5o-$l)(îo-b)(?4-$t)-4-($0-$t)^$0-$4)(?»-$l), 

ri  convenons  de  représenter  par  Fv,  Gv,  Hy  ce  que  deviennent 
respectivement  ces  quantités,  en  ajoutant  aux  indices  des  racines, 
toujours  pris  suivant  le  module  5,  le  nombre  v;  on  sait  qu'en 
faisant 

A V  ^—    r  y  ijly  11  y 

on  aura,  abstraction  faite  d'un  facteur  numérique, 
K  =  a»*XXiX,X,X4. 

Cela  étant,  désignons  par  j'y,  Cj*^,  OCy  les  formes  canoniques  des 
quinze  facteurs  Fy,  Gy,  Hy;  elles  s'exprimeront  en  e  etrj  comme 
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il  suit  : 

ef  =  1  —  2 E  -H  er,,  (^  =  er^  —  1 ,  3C  =  i  —  9.r,  -+-  er, , 

Ji  =  26  —  6* — T^,  C)*i  =  aeT,  —  e*  —  tj,         3Ci  =  —  e*-+-ïi, 

J'l=  £4-7)  — erj,  Çf,=  £  —  7)  -+-  ÊTj,  3Cj  =  e  —  Ti  —  ÊTJ, 

.f3=64-r.  — I,  g3  =  — 1-_£4-7),  aC,=  e  — TJ  — I, 

.f  4  =  —  £  -H  2 ETi  —  r.ï,  ffv  =  £  —  •>  siQ  -4-  r,*,  OC^  =  —  E  4-  V, 

et,  si  Ton  pose 

la  transformée  canonique  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  sera 

K  =(  Ja)i8-\:-\M.\:,A;,.\n. 

Ces  quantités  F,  G,  H  ont  pour  notre  objet  une  grande  impor- 
tance, et  tout  à  l'heure  il  sera  nécessaire  de  connaître  comment 
elle  se  permutent  les  unes  dans  les  autres,  lorsqu'on  effectue  la 

substitution  |  /     [•  Or  on  trouve  aisément  ces  résultats,  savoir  : 

(  w  ) 


\    ^^ 

F, 

F, 

F, 

F» 

F 

G, 

-lU 

-H, 

-G. 

i       G 

G, 

G, 

G, 

G» 

1-G 

-H, 

-Fi 

F, 

H, 

1       " 

H, 

H, 

H. 

H» 

l-n 

-F, 

Gv 

-G, 

-F, 

Relativement  à  la  substitution  ]  /    U  on  obtiendrait 

(        F  F,  F, 

\  -_H     -H,     -H, 

G         G,         G, 
-G    —G,    —G, 

H         Hi         H, 
F         F,  F, 

et  par  conséquent  les  expressions  suivantes, 

aeFFjFjFaF*.         aSHHiHjHaH,, 


F, 

F» 

-u, 

-H, 

G, 

G, 

-G, 

-G, 

H, 

H» 

F, 

F, 
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que  l'on  reconnaît  immédiatement  être  des  invariants,  et  qui  sont 
aussi  des  fonctions  cycliques  des  racines,  se  reproduiront  Tune  et 

l'autre,  changées  de  signe,  lorsque  l'on  fera  la  substitution  j  ^    >• 

Elles  réunissent  donc  les  conditions  qui  permettent  de  les  em- 
ployer à  composer  une  fonction  u  contenant  deux  indéterminées; 
mais  leur  étude  exige  que  l'on  considère  en  même  temps  que  F, 
G,  H  les  quantités 

/=($.-$i)(Ç.-S4),       ff=(ii-M{U-U).      A=($i-St)($3-50. 

En  désignant  par  /v>  ^v?  fh  ce  qu'elles  deviennent  lorsque  l'on 
ajoute  V  aux  indices  des  racines,  on  trouve  que  la  substitution 

J  ^     >  opère  les  changements  que  voici  : 


.(/ 

/. 

A 

A 

A 

(/ 

fft 

h, 

/'. 

/?> 

\ff 

ffl 

ffi 

gî 

gi> 

\ff 

h^ 

A 

A 

ht 

\'' 

/>. 

ht 

A. 

A» 

\h 

A 

gi> 

gx 

/. 

La  substitution  }  ^    [  donne  pour  résultat 


/ 

A 

A 

A 

A 

—  h 

-ht 

-K 

-A, 

-ht 

s 

gx 

gt 

gi 

gi 

—  g 

—  gi 

—  gi, 

—  gi 

—  gt 

h 

ht 

ht 

ht 

A» 

-f 

-A 

-A 

-A 

-A 

\ 

d'où  l'on  voit  que,  sauf  certains  changements  de  signe,  les  deux 
groupes  de  quinze  quantités  se  permutent  de  la  même  manière, 
quand  on  effectue  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Me  bornant  à  remarquer  en  ce  moment  qu'en  posant, 
pour  abréger, 

^  =  (îo-$,)(îo-$2)($o-b)($o-^.K 
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on  a  les  relations  suivantes  : 

G«-H«=4//, 

F«-.G»=4M, 
j'arrive  immédiatement  à  l'étude  de  nos  fonctions  cycliques. 


XVI. 

Soient  à  cet  effet 

U  =  afiFF,F,F3F4, 
V  =  a«HH,H,H3H4, 

de  sorte  que  l'on  ait  pour  l'expression  de  u  avec  deux  indéterminées 

le  système  des  six  valeurs  :  u^^Uq^  ii^^  ii^^Uz^  u^  s'obtiendra,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  au  paragraphe  XIV,  en  effectuant  sur  la  première, 

qui  représente  w«,  la  substitution  \  ^        [>  ce  qui  donnera  w/  en 

prenant  «  =  o,  1,2,  3,  4-  On  aura,  d'après  cela, 

U«=      a6FFiF,F,F4,  V.=  afiHH,H,H,H4, 

Uo  =  -a6FII,G,G3H4,  Vo  =  a«HG,F,F,G4, 

U,  =-  a«nF,H,G3G4,  V,  =  a«GHiG,F,F4, 

U,  =  -a6GHiF,H3G4,  V,  =  afiFG,H,G3F4, 

U3=— a^GGiHjFjHi,  V3  =  a«FF,G,H,G4, 

U4=  — a«HGiG,H3F4.  V4  =  a«GF,F,G3H4; 

or  ces  expressions  donnent  lieu  aux  transformations  remarquables 
que  voici  : 

U«  =  -+-a«F[A»H»4-(/i»-+-/rA)FH-f-(A»-h/ç')»/], 

Uo=-Ha«F[/i»H«-(A»-h/^/»)FH-H(A«-+-/^)«/], 

U,  =-a»H[^»G«-(^»-t-/r/i)GH+(^«+/A)«/], 
U4=-a«H[^»G«-+-(^»-t-/rA)GH-^(^«-+-//i)«/], 

U,=-t-a«G[/»F«-(/»-t-/rA)FG-.(/«-f-^/0*/], 
U,=-a«G[/3F«-+-(/»-t-/rA)FG-4-(/«-+-^A)«/], 
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el 

(  V«  =  -a»H[/»F«-(/«-4-/^/t)FH-(/«-4-^/t)«/], 
(  Vo=-4-a«H[/»F«-t-(/»-+-/^A)FH-(/«H.^/i)«/], 

\  V,  =-a«G[/i»H«-+-(/i'-H/^/i)GH-(/iî-4./r)«/], 

V,  =-ha6F[^>G«-+-(^»-h/^/i)FG-(^»4-//i)»/], 
V,=4-a«F[^»G«-(^»-h/^A)FG-(^«-+-//i)«/]. 

La  démonstration  est  facile,  comme  on  va  voir;  il  suffit,  en  eftet, 
d'établir  la  seule  relation 

U.=  a«F[/i»Hî-h(A»-h/^A)Fn  -h(A«-H/r)«/], 

pour  en  déduire  toutes  les  autres.  Or  elle  revient  à  cette  égalité 
F|F,F,F4=  A»H»-+.(/i3  4-/^A)FH  -f-(Ai-h/^)î/, 

que  Ton  vérifie  immédiatement  en  employant  les  expressions  sui- 
vantes : 

F,F,  =  (5,-$,)/'"-+-ao-5i)(lo-50(^*-+-/?), 

F3F,  =  ($,-?OAH-4-(Ço-?3)(|o-$4)(A«+/^), 
et  observant  que  l'on  a  identiquement 

(Î0-?l)(l0-Çî)($.-ÇO  +  (?0-{3)U^0-Ç4)(5|-{«) 
=  (5o~5l)($0-Ç4)(Ç3~Î2)-H($o-$«)(5o-Ç3)(Çl-Ç4)=F. 

i^uant  aux  produits  F1F2,  FaF*,  je  remarque  qu'en  multipliant 
le  premier,  par  exemple,  par  a^/i/^»  on  obtient  un  invariant  par 
rapport  aux  racines  dont  la  forme  canonique  est 

(5û)*7l(e-.7i)(2t  — £«— r^Xen-Tî  — ETî). 
Voici  d'ailleurs  la  forme  canonique  de  la  quantité 

«Vi/«[(Çi-?OAH4.({o-$i)({o-{î)(/'»+/r)], 

savoir 

(5a)W/e-T,)[(e-i)V-+-(e3-3£*-+-£)r,  — eî(e  — 2)], 

de  sorte  qu'ayant 

(2»  —  »î— Ti)(e -4- 7i  —  eT,)  =  (e  -  Or^î-^U'— 3£«-H  e)7)  -  c»(»  —  :*), 
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on  établit  par  l'égalité  des  formes  canoniques  celle  des  expressions 
proposées  elles-mêmes.  Après  avoir  démontré  la  relation 

U«=  a«F[yi»H»-f-(yi»-f-/^A)FH  ^(h^^/ff)Ul 

nous  en  déduirons  comme  il  suit  toutes  les  autres. 
Soit  pour  un  instant 

nous  obtiendrons  d'abord  Uo,  en  effectuant  sur  les  racines  la  sub- 
stitution ]  J     [  qui  laisse  /  invariable  et  donnera 

Uo=*(F, -H,A,/i«-4-/r,/). 

Maintenant,  ajoutons  aux  indices  les  nombres   i,  2,  3,   4j  il 

viendra,  en  désignant  par  /|,  ^27  '3?  '4  les  valeurs  correspondantes 

de  /, 

U,  =  *(F„-H„  Ai,Aî-h/,^„/,), 

U,=  *(F3,  -  H„  h,,  hl^/^g,,  /,), 

Effectuons  ensuite  dans  chacune  de  ces  égalités  la  substitution 

5v 


^3 


[>  on  tirera  les  suivantes  : 

-  U,  =  4>(      G3,       F„  /„  fi-^ff,h,,  /,), 

-U4  =  *(-G„       F„/„/|-+-^,A„/0. 

Enfin,  dans  chacune  d'elles  ajoutons  aux  indices  des  racines  le 
nombre  nécessaire  pour  ramener  dans  la  fonction  0  les  quantités 
F,  G,  H,  et  Ton  obtiendra  de  cette  manière 

-U,  =  *(      G,       F,/, /i-f-^/i, /), 
L\=  4>(-  H,  -  G,  ^',  ^*-+-  A/,  /), 

-U,  =  «ï>(-G,       Y,f,p-^gh,iy, 

d'où  l'on  conclut,  comme  Ton  voit,  les  résultats  qui  concernent  les 
quantités  U.  A  l'égard  des  quantités  V,  il  suffira  d'effectuer  dans 
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les  égalités  qui  précèdent  la  substitution  |  ^    [>  car  U.,  U«,  U|, 

U2,  U3,  U4  deviennent  par  là  —  \  .,  Vq,  Vq,  V4,  V,,  V3,  de  sorte 
que  l'on  aura 

-V.=  «ï>(-H,  F,  -/,  f^^gh,  /), 
Vo  =  4>(-H, -F,  --/,/«-H.^A, /), 

-Vi  =4>(~G,  -H,  -h,  A«+/^,  /), 
V3  =  4>(-F,  G.  -g,gt-^.hf,i), 
V,  =  4>(-F,  -G,  -.g^gi^h/,l\ 

-V4  =  4>(      G, -H,  -h,h^+fg,l), 

et  toutes  les  relations  données  plus  haut  se  trouvent  ainsi  démon- 
trées. 

XVII. 

La  considération  des  quantités  U  et  V  ne  suffit  pas  seule  à  l'objet 
que  nous  avons  en  vue,  et  aux  résultats  précédents  il  est  nécessaire 
de  joindre  ceux  que  nous  allons  tirer  des  fonctions  cycliques  du 
second  ordre  envisagées  par  M.  Brioschi  dans  le  beau  et  important 
travail  déjà  cité  :  Sul  metodo  di  Kronecker  per  la  risoluzione 
délie  equazioni  di  quinto  grado.  Voici  d'abord  les  valeurs  de  ces 
fonctions,  ainsi  que  leurs  formes  canoniques  en  e  et  't\  : 

i  Uo=«»(5o-$3)($3-5v)($v-$i)($.-5î)(Çî-$o)  =  '^5an(Tri-E), 

}  u,  =  a«({i-50(î*-$o)({o-Î2)r$i-$8)({j-îi)  =  '-*5a«(e-7i)(i-T,K 

u,  =  a»({,-?,)(îî-E3)($3-$o)(ço-?i)($i-Çv}=-23a*r,(c-7î)(£-i); 
;  ii«=«'(5o-Ç,)(;.-Çv)(îv-;i)(Çi-$3)(b~;o)  = '250*7,(7, -E), 

l>i=«*(;i-$o)(îo-Ç3)($3— $*)a4-$i)(;2-5i)='23aUr,(e-i), 

p,  =  a«({j-$i)(î,— $;)($v— 5o)(;o-$3)(Î3— 52)='25a«e(e  — r,)(Tri— I), 

Cela  pose,  et  au  moyen  des  formes  canoniques,  on  vérifiera  imnié- 
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diatement  les  relations   suivantes,   dont  on  verra  bientôt   Tim- 
portance,  savoir  : 

I  2U«=-+-aU(H-^F),        2P«=-4-«V(H-F), 
i  2Uo  =  — a«A(H—  F),         20o  =  — «*/("-+- F)^ 


(0 


'2U,  =  -+-aV(G  — H),  25i  =  -t-aîA(G-4-H), 

2U4  =  — aV(G-HH),  204  =  — a«A(G  — H), 

2U,  =  — a«/(F  —  G),  20,  =  — a«^(F  -f-G), 

2U,  =  — a«/(F  -H  G),  2Pj  =  — aV(F  — G). 

J'en  déduirai  d'abord  l'expression  des  invariants  du  quatrième,  du 
huitième  et  du  douzième  ordre,  de  la  forme  du  cinquième  degré, 
en  fonction  de  F,  G,  H  et/,  g^  A.  On  trouve  aisément,  en  effet, 

uî -+-  «0  H-  uî  4-  u|  -4-  ttj  H-  ttj  =  —  -25 (25 A  H-  3  /5D), 
»i-M»î -+- tïj  4- o|  4- tï| -h  i»î  =— 25 (25  A  —  3  v/5d), 

et,  par  conséquent, 

a*fyi»(F«-hH«)H-^«(H«4-G»)4-/»(G«-+-F«)]  =  — 5o(25A-t-3v/5D), 
a4[/i(F«-hH«)4-/i«(H«-hG«)-h^»(G»H-F«)]=— 5o(25A-3/5D), 

d'où 

a*fyi(aF«-hGî-hH«)-h^»(2G«4-H«-+-F«)4-A»(2H»-hF«-+-G«)]=— 25ooA, 
«*[/*("*— G»)-+-^»(Fî-H»)-hA»(G»—F«)]  =  3oo/5D. 

Considérons  ensuite  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  que  l'on 
peut  écrire  de  cette  manière  : 

(ul-4-uî)(uÎ4-uî)(uî-hul)4-uiuJ(uî-hul4-tt|-t-u|) 

4-  U]  U{  (Ui  4-  Uj  -h  U|  -h  U|  ) 
-+-U|u}(ui-hUj-Htt}-H  Uj). 

Elle  est  la  même  pour  les  deux  groupes  de  quantités  u  et  0,  et  a 

pour  valeur  4.5®  ( — D|  —  ADj.  C'est  donc  un  des  invariants  du 

douzième  ordre  qui  s'évanouissent  comme  D|,  lorsque  la  forme 
proposée  admet  deux  couples  de  racines  doubles;  je  l'introduirai 
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en  le  désignant  par  (D,  de  sorte  que  l'on  aura^ 

-L(jE)  =  1  yî^îAî(Gî-h  H«)(H«-h  F»)(F*-h  G«) 

-h  ^/*(F'  -  H*)«  [^»(Fi  -^  G«)-4-  A«(G«-h  H«)] 
H-  ^  ^*(G«—  F»)«  [/ii(G«-*-  H«)-h/»(H«-+-  F»)] 
-+-~/«HH*-G»)«[/*(H«-hF«)-+.^«(F«-t-G«)]. 

Mais  ces  divers«;s  expressions  ne  sont  pas  sous  leur  forme  définitive  ; 
obser>  ant  en  effet  que  F,  G,  H  n'y  entrent  que  par  leurs  carrés,  on 
pourra,  au  moyen  des  relations 

G«-.H«  =  4//, 
H«-F«  =  4/^, 
F»- G»=4//i, 

auxquelles  je  joindrai 

les  faire  uniquement  dépendre  des  quatre  quantités  F^,  g^  h  et  /. 
On  trouvera  ainsi 

—  -iffhig  —  h)(g^-{'  3g^h  -4-  8^^/|î-+-  1 1  ^VP-^-  8 ^î /**-+-  3^A»-h  /i«)/^ 

et  la  valeur  de  CO  montre  bien  effeclivcîment  qu'il  s'évanouit  pour 
/=o  et  gz=Oy  c'esL-à-dirc  lorsque  deux  couples  de  racines 
deviennent  égales  entre  elles. 

Les  équations  (i)  peuvent  aussi  servir  à  démontrer  immédiate- 
H.  -  II.  26 
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ment  ces  identités  remarquables  données  par  M.  Brioschi,  savoir: 

Uo-+-U|4-Uj-+-U3-+-U4=  U«-+-20«, 
U«o—  Ui  -h  Uj  -f-  U3  —  Uv  =  Uo  -»-  25o> 
U« — Uo  —  tt j -+- Uj -H  U4  =  Ui-+-  25i, 
«•-+-  tto—  Ui  —  Uj  -+-  Uv  =  U,  H-  25J, 
«•-+-Uo-hUi— Uj— U4»=  U8H-atÏ3, 
«• —  Uo  -f-  U|  -4-  Uj  —  U3  =  U4  4-  t2»4. 

Mais  nous  les  employons  principalement  à  l'étude  des  nouvelles 
fonctions  cycliques  du  sixième  ordre  formées  en  élevant  u  et  0  au 
cube,  et  que  nous  allons  joindre  à  U  et  V. 


XVill. 

Je  montrerai  en  premier  lieu  que  ces  deux  groupes  de  quantités 
U  et  u',  de  natures  si  différentes  au  premier  abord,  peuvent  être 
compris  dans  la  même  forme  algébrique.  Pour  cela,  je  remplace 
les  carrés  F^  et  H^,  dans  l'équation 

8ui=  a6/i3(F3-h  3FîH  -+-  3FH«-f-  HM, 
par  H^ —  4  '^  et  F^  H-  4  ^gt  après  avoir  divisé  par  4,  il  viendra  ainsi  : 

J'opère  de  même  dans  la  relation 

U«=  a6[A»FHî4-(A»H-/^A)F»H  -h(A«-h/^)»/F], 

ce  qui  donne 

U«=a6[AsF5H-(A«— /A—/«)yiH» 

-+-(/*-+-2/»yi-/*A»-r)//<»-3/tM^F  — 4(/'A-4-2/2A»— //*)/H|. 

On  voit  donc  que  les  deux  fonctions  cycliques  du  sixième  ordre 
sont  comprises  dans  cette  forme 

?(/,  A)F»-+-  4;(/,  /i)H»^  o,(/,  /0/F  -I-  ^,{f,  h)lH, 

o  et  ^  étant  deux  polynômes  homogènes  du  troisième  degré,  Çi 
et  ^,  du  quatrième,  et  il  y  aurait  lieu  sans  doute  d'en  faire  l'étude 
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t^n  recherchant  l'expression  la  plus  générale  de  ces  polynômes  qui 
permette  d'obtenir  ainsi  des  fonctions  cycliques.  Mais,  pour  ne  pas 
Irop  m'étendre,  je  me  borne  aux  quantités  U  etu',  et,  observant 
que  l'expression 

4>ù  fghl  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  du  déterminant,  est 
aussi  du  sixième  ordre,  j'envisagerai  seulement  les  expressions  de 
<'elte  forme 

mU -f- /iu'-+-/çA/(  (AU -+- vo), 

où  m,  71,  jjL,  V  sont  des  constantes.  Cela  étant,  je  me  suis  arrêté  à  la 
combinaison  suivante  : 

U  — 211»— /îr/i/(6uH-4o)=  xy, 
d'où  l'on  tire 

X9o=  a«[~/^/iH3-(/i  -  2/)^*A/H  -H/WF], 

t),=  a«[— /^AF»-(/— 2^-)/*î//F+A'*/G], 

En  opérant  ensuite  dans  X9  la  substitution  |  [,  j'en  déduis  ce 
second  système,  savoir  : 

'C).=  a«[-/A'//F»-+-(/-2/i)^«//F— A^/H], 
\*;o=  «n—Z/rA  F» -+-(/— 2/1  )^«/^F -+- ^*^H], 

\  \'>t=»n-H/A'/iH3-(A-2^')/«/i/H  — ^WG], 
I  'v:^,=  a«[-/^/iG'-f-(^-2/)AV^G-i-/WF], 

Maintenant  je  prendrai  pour  la  fonction  //  cette  expression  où 
figurent  quatre  constantes  qui  tout  à  riieurc  se  réduiront  à  deux 
seulement,  savoir  : 
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C'est  dans  cette  détermination  que  se  trouve  le  point  le  plus 
difficile  et  le  plus  important  de  mon  travail,  et  elle  ne  pourra  être 
justifiée  que  par  les  résultats  qui  en  sont  les  conséquences,  et  que 
je  vais  exposer. 

XIX. 

Je  reviens  maintenant,  pour  en  effectuer  la  détermination,  aux 
quantités  précédemment  désignées  par  R,  S,  T,  et  qui  figurent 
dans  la  formule  de  transformation  propre  à  la  méthode  de  M.  Kro« 
necker,  savoir  : 

S  =  l/i-h  M4-f-U)(M«—  Mo), 
T  =  Mj —  Ui->-0)(Ui U^), 

On  se  rappelle  qu'on  a  posé  to  =  ^ ;  faisant  d'après  cela,  pour 

abréger, 

f  =  — 2^AF»-(/«-^2>ç'/o(^-A)/-+-/5/»/, 

(l=— 2/1/ G2-(a'«-+-2///m  A -/)/-+- /5^'/, 

on  trouvera  immédiatement 

t)3—  t),-h  a)( Oi  —  Ui  )  =  —  o)a«^0G, 
(0 

V^3  —  V^  4-  u)  (  V^i  —  \•^  )  =  —     a  Va  G. 
Soit  en  second  lieu 

lï'  =  (^-/-V^3/t)/^/, 
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et  Ton  aura  de  même 

I2/$rA/[tt,-HttoH-w(u,-+-U3)]  =  -H  a«/*'F, 
,  9./^A/[u8— u,-ha)(u,  — U4)]  =  —  a«/ra'G, 
i2/^A/[p.-H  »o -h  cd(o,  H- »3)]  = -H  a)a«/rF, 
2/^/i/[5t-+-»v-Ha)(u«— Oo)]  =  — wa«Alï'n, 
^/r^^[«»t  — «t -H  «"(»!  — »O]  =  —wa'^0'G. 

Or  il  résulte  des  équations  (i)  que/?  et/>'  n'entreront  dans  R,  S,  T 
que  par  la  combinaison  wp  +/>',  et  des  relations  (2)  que  q  et  q' 
se  réuniront  dans  l'expression  analogue  q  +  wy';  posant,  en  con- 
séquence, 

a)/>-h/>'=p,  ^-Hw^'=q, 

on  trouvera  simplement 

R  =  ae/F(pfH-qr), 
-T  =  a6^G(p0-Hq0'), 
—  S  =  a«AH(p||4-q^'). 

La  formule  de  transformation  z  =  RSÏ  peut  donc  être  présentée 
comme  le  produit  de  ces  deux  facteurs,  qui,  l'un  et  l'autre,  sont 
des  invariants,  savoir 

oL^/ffhFGU         et         a'*(P^-H  <î^')(P0  -^  «')(Plï  -H  <îl^')- 

Le  premier,  qu'on  peut  écrire  ainsi 

«/•  1./FOH       ^,  /_a«FGH 
^^fghl—j--  =  SV^D — ^ — , 

met  immédiatement  en  évidence  une  fonction  rationnelle  de  la 
racine  Ç©;  niais  il  reste  encore  à  donner  explicitement  au  second 
cette  même  forme,  et  c'est  ce  que  je  vais  faire,  après  avoir  ajouté 

celte  remarque,  facile  à  vérifier,   que   la   substitution  \  ^    \  n'a 

_  (  Çîv  ) 

d'autre  effet  que  d'y  changer  le  signe  du  radical  y/5. 

XX. 

G)mme  élément  essentiel  de  l'importante  transformation  qu'il 
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s'agit  d'opérer,  j'introduirai  Texpression  suivante  : 

X  =  a*(/-^)(^-A)(A-/)/. 

C'est  un  invariant,  comme  on  le  voit  de  suite,  et  de  plus  une  fonction 
rationnelle  de  la  racine  Ço>  car  le  facteur  a'(/ — g){g  —  h){h  —  /) 
représente  l'invariant  cubique  de  la  forme  du  quatrième  degré 
obtenu  en  divisant  la  proposée  par  Ç  —  Çq-  Désignant  donc  par  X©, 
Al,  Ào,  X3,  \s  les  cinq  déterminations  qui  correspondent  ainsi  aux 
racines  ^o?  ^m  ^3?  ^s?  \ki  on  aura  ces  relations  remarquables, 
savoir  : 

Xo-X,  =  -2aV({o-îî)GiF,F,, 

Xo-X4  =  -+-2a*(îo-5oH,G,H3; 
Xt-X3  =  -2a^(Ç,-|,)FG,F4,         X,- X,=  -  2a*(f,- ÇOFF.G,, 
X,-X,  =  -2a^(|i-$,)GF,F„  X5-X,  =  -h2aV($,_5,)GH,n„ 

X3-Xv  =  -H2aH|,-Î0HG,H,,         Xj- X,  =  -+- 2aHçi- Ç«)Hn3G,. 

Pour  les  établir  il  suffit,  par  exemple,  de  démontrer  celles-ci  : 

Xo-X,  =  4-2aV({o-{i)H,G8H4. 
Xo-X,  =  -2aHÇo-?i)GiF3F4, 

les  autres  s'en  déduisant  par  une  simple  permutation  cyclique  des 
racines  ;  or  elles  se  vérifient  au  moyen  des  formes  canoniques  en  £ 
et  Yj  des  facteurs  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  et  des  quan- 
tités X  elles-mêmes,  dont  voici  le  Tableau  complet  : 

Xo  =  (5a)^(i  — e)(i  — rJ(E-h7î)(e  — 2T,)(2e  — 7)), 

Xl=(50V6U  —  £)(£  — T,)(l-+-Ti)(l—  2Ti)(7î  —  2), 

X,  =  (5û)^e7î(e-hr,  —  2)(e  — 2r^-Hi)(T,  —  26-1-1), 

X3  =  (5û)*(e  -+-r,  — 2571)  (e  —  27Î  -|-e7î)(Ti  --  26-1-671), 
Xv  =  (5û)*T,(l-7j)(71-6)(l-t-e)(l-26)(6-2). 

Cela  posé,  et  en  se  rappelant  que  Ton  a  désigné  par  K  l'invariant 
du  dix-huitième  ordre,  on  lire  des  premières  multipliées  membre 
à  membre 

(Xo— X,)(Xo — X,)(Xo— Xj)(Xo— X4)=  ^^TpQïî» 
ou  bien 

lUXo)=^^rF^. 
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en  faisant,  pour  abréger, 

n(X)=(X-Xo)(X-Xi)(X-x,)(X-X3)(X-X4), 

et,  par  suite, 

.   ,  i6/vK 

pour  les  diverses  valeurs  de  l'indice.   C'est  ce  qui  va  permettre 
d'établir  la  proposition  suivante  : 

Tout  invariant  donné  sous  forme  de  fonction  entière  des 
racines  y  symétrique  par  rapport  à  $i,  $2?  $3?  $4  ^^  dont  le  degré 
en  Ço  ^st  multiple  de  4,  s'exprime  par 

LoH-  XoLi  H-  XJ  L,-+-  X  J  Lj-H  X  J  U, 

les  coefficients  L|,  L2,  ...  étant  des  fonctions  entières  des  inva- 
riants fondamentaux  A,  B,  C. 

Soient  en  effet,  pour  un  instant,  0oj  ^n  •  •  •  l^s  cinq  valeurs  de 
cette  fonction;  j'observe  que  le  polynôme  du  quatrième  degré  en  X 

-^vn'(Xv)  X  — Xv' 

qui  se  réduit  à  Bo?  ^u  •  •  -i  pour  X  =  ).o>  X=Xi7  •  •  •?  peut,  d'après 
la  valeur  de  n'().v),  s'écrire  ainsi  : 


4 


e 


~  i6K^. 


asPvGvHvOv    n(X) 


olL  X  —  Xv 


Or  aZv  étant  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée pour  Ç  =  Çv7  on  sait  par  un  théorème  élémentaire  que  16 KO 
s'exprimera  en  fonction  entière  des  coefficients  de  cette  équation. 

D'ailleurs  les  quantités  8v  et ^  /    ^'  sont  des  invariants,  donc  il 

en  est  de  même  des  coefficients  des  puissances  de  X,  Or,  d'après 
la  supposition  faite  sur  le  degré  de  By,  leur  ordre  sera  ^o,  mod^  ; 
ainsi  ils  seront  tous  le  produit  de  K  par  une  fonction  entière  de  A, 
B,  C,  l'invariant  du  dix-iiuitièine  ordre  disparaissant  ainsi  comme 
facteur  commun,  et  l'on  en  conclut  relativement  à  0  la  proposition 
annoncée. 
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en  supposant  toujours  a  =  i ,  /  =  i , 

A    =4, 

(0  ==4F6-+-4IF^ 

Ào  =o; 

on  aura  d'ailleurs 

x[p(4F«-7-4-v/5)-haq(3-t-v/5)] 
x[p(4F«-+-7-h/5)-2q(3-/5)] 

€t  le  terme  indépendant  de  F^  suffit  pour  donner  immédiatement 

p'  =  /5(— 44p'-+-iiôp*q  -4'^P<I*-^4<I'). 

Lesélémenls  de  la  nouvelle  formule  de  transformation  de  l'équa- 
tion du  cinquième  degré,  à  laquelle  conduit  la  méthode  de  réso- 
lution de  M.  Kronecker,  sont  donc  maintenant  complètement 
obtenus,  et  Ton  a  mis  en  évidence  le  mode  d'expression  de  cette 
formule  comme  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  racine  5o?  ce 
qui  est  un  des  résultats  auxquels  je  désirais  surtout  parvenir.  On 
observera  que  les  valeurs  de  a,  G,  . . .  prennent  une  forme  un  peu 
plus  simple  par  le  changement  de  q  en  ii  -h  2p;  on  trouve  alors  en 
effet  : 

a  =  — p*q,  m  =— v/5(3p»q-h2pq«), 

c' =— i5p«q -+-i2pq*-H  4<l'i  P  =2/5p», 

y  =4-t28p»— 8pq«,  /?'  =/5(5op»— 5p»q  — i8pq*-*-4<|'), 

D''  =  -8p3, 

d'où  l'on  conclut 

[p(f -I- 2r)4- qf]  [p((i -h -20')-^  nfl']  [^P(iï -f- '21)')^- ni)'] 

=  p3(— 8(0H-28eloA-+-2.Ao2v^H-  "io/^)— p*q(Xo-i-V>^)' 
-  2pn»(Xî  /^  -  6Xrt  A  -+-  4  ol.  A  -+-  9/^Âï)-+-  4  q'(>^o  A  h-  /ôÂ^), 

et  c'est  en  multipliant  ce  résultat  par  a'/^AFGH  que  s'obtient  en 
résumé  la  valeur  de  :;.  Or  on  va  voir  qu'on  est  ainsi  ramené  au  type 
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de  substitution  donné  par  la  formule 


z  = 


__  toiixy  i)-^  uOf(x,  i)-{-  V  Oji(x,  i)-h  w  o^(t,  l) 


que  j'ai  employée  au  commencement  de  mon  travail. 

XXIII. 

Après  avoir  été  précédemment  conduit  à  exprimer  en  fonctioH 
des  racines  les  invariants  des  formes  du  cinquième  degré,  nous 
allons  d'une  manière  analogue  définir  quatre  covariants  cubiques 
d'ordre  3,  7,  11,  i5  qui  s'offrent  d'eux-mêmes  dans  la  nouvelle 
formule  de  transformation  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir. 
N'ayant  d'autre  but  en  ce  moment  que  de  rattacher  à  un  point  de 
vue  commun  les  deux  méthodes  de  résolution  que  j'ai  étudiées,  je 
ne  chercherai  pas  à  étendre  au  delà  de  mon  objet  des  considérations 
qu'il  serait  peut-être  intéressant  de  généraliser,  et  je  me  bornerai 
aux  résultats  suivants. 

J'observe  que,  l'expression  a'FGHX'^  étant  symétrique  par  rap- 
port à  $j,  Ç2>  $3?  i»j  on  pourra  écrire 

a'FGIIXï  =  aN{J-+- AJJ -h  3  B{J  4- 3  B'îo -f- A', 

les  coefficients  N,  A,  . . .  étant  des  fonctions  entières  de  ceux  de  la 
forme  proposée /(j7,j)  =  (a,  ^,  y?  yS  ?'?  ^OC-^j  JK)*-  C'est  ce  que 
Ton  reconnaît  par  l'égalité 

qui  a  lieu  quel  que  soit  ç,  et  d'où  l'on  tire  pour  le  coefficient  de  ç* 
eelle  valeur 

ou,  plus  simplement. 


=2, 


/v 
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_  j  p»   p    II 

Or  on  a  déjà  remarqué,  paragraphe  XX,  que  la  quantité ^ .  ^    ^ 

est,  par  rapport  aux  racines,  un  invariant  comme  Xy.  Ce  coeffi- 
cient N  se  distingue  donc  de  tous  les  autres  en  ce  qu'il  est  un  inva- 
riant dont  Tordre  est  4^  +  2,  de  sorte  qu'il  s'évanouit  en  suppo- 
sant n  inférieur  à  4* 
Cela  étant,  je  dis  que 

A J7»  -+-  3  Bar»^  -+-  3  ^' xyt -h  A>» 

est  un  covariant  de  la  forme  du  cinquième  degré,  et  je  l'établirai  en 
cherchant  ce  que  devient  l'égalité 

a>FGHXj|=A55-h3B5J-h3B'5o-f-A' 

appliquée  à  la  transformée  F(X,  Y)=/(mX  +  m'Y,  nX  +  /l' Y). 
Faisant  à  cet  eflet  2  =  m/i- —  m'n^  et  remarquant  que  les  racines 

de  l'équation  F(X,  i)=:o  sont  les  quantités  — ^^ — =->  on  trouve 
que  le  premier  membre  devient 

a'FGHXj    ^.,     . 


Si  Ton  désigne  par  5t,  ÎB,  ...  les  valeurs  de  A,  B,  . . .,  lorsque  l'on 
y  remplace  a,  ^,  ...  par  les  coefficients  de  la  transformée  F(X,  Y)^ 
on  aura 


«'FGHXg   ^..„,^. 


et,  par  conséquent, 

ACg  +  3B^;+3B';o-i-A' 
(»i  — «Jo)' 

Cette  égalité,  ayant  lieu  en  substituant  à  Ç©  l'une  quelconque  des 
racines,  est  identique  par  rapport  à  cette  quantité,  et  l'on  voit 
facilement  qu'en  faisant 

a;  =  mX -h  m'Y,         j'  =  /iX-Hn'Y, 

on  en  conclut 

(\ar»-+-3Bj:V'^-'iB'jyî-f-A>»)§iO'»+«=aX3-^3BX«Y-h3B'XYî-+-a'Y3^ 
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de  sorte  qu^aux  valeurs  n  =  o,  i ,  2,3  correspondent  bien,  comme 
on  Fa  annoncé,  quatre  covariants  cubiques  d'ordre  3,  7,  11,  i5. 
Cela  posé,  et  en  les  désignant  pour  un  instant  par  fo(^9  y)- 
îp,(a?,^),  ?2(^,y),  cp8(x,  ^),  je  reviens  à  la  formule 

(1)  3  =  a«/^AFGH(Lo-4-XoL|H-XJL,-+-X3L,), 
où  l'on  a,  d'après  les  valeurs  de  a,  P,  . . ., 

L,  =  -v/5Â(3p«q-h-2pqV», 

L,  =  —  A(i5p«q  —  iapq«—  4q»), 

Lo=  e,l>A(-;i8p»— 8pq«)— 8(0p' 

-+-/5Â[î»*Vp»-h  A(5op3—  5p*q  — i8pq*-H4q»)]. 

Or,  en  multipliant  et  divisant  par  a/  =  yç(Ço,  i),  elle  prend  cette 
forme 

Z  =)/  ^  — — , 

et  c'est  le  type  de  substitution  que  je  voulais  mettre  en  évidence, 
les  indéterminées  /,  w,  v^  w  étant  remplacées  par  L©,  L|,  L2,  L3. 
De  plus,  on  reconnaît  que  les  covariants  rfQ(^x,  y),  Oi(x,y)  sont 
précisément  ceux  du  troisième  et  du  septième  ordre  dont  j'ai  fait 
usage,  et  la  relation 

(p,(5o,  i)=a'FGHXo 

donne  même  une  démonstration  nouvelle  de  ce  fait,  établi  au  para- 
graphe VII,  qu'on  a  ©,(So,  1)=^  lorsque  Çq  est  une  racine 
double  (*).  Mais  je  remarque  surtout  cette  conséquence  que 
l'équation  transformée  en  z  étant  (§  XII) 

,        5B     ,        5(982— AC)  I    5/rr 

(2)  «iH-— 3'-h  ^, ^--/n  =  o, 

les  valeurs  en  p  et  q  de  /,  u,  t^,  w,  savoir  :   /  =  Lo,  u=  L,,  ..., 


(*)  A  l'égard  des  formes  du  troisième  et  du  quatrième  degré /(a?,>'),  le  cova- 
riant  quadratique  ou  Hessien,  quand  on  y  fait  x  =  1^^^,  y  —  i,  a  pour  valeur  le  carré 
/iil^f  i)  et  le  covariant  du  troisième  ordre  le  cube  de  la  même  quantité. 

H.  —  II.  27 
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font  disparaître  le  coefficient  de  z^,  propriété  bien  remarquable  de 
la  forme  cubique  en  /,  w,  ^,  w  qui  représente  ce  coefficient. 

Vn  autre  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  encore  envisager  la 
formule  (i)  résulte  de  Féquation 

16/K 


n'(Xo)  = 


a*FGH 


établie  au  paragraphe  XIX,  car  elle  conduit  à  cette  expression  où 
n'entre  plus  que  la  quantité  Xq,  savoir 


z  =  i6Kv/Â 


Lo-t-XoLi-4-X;Lt-^X»Ls 
ll'(X„) 


L'équation  proposée /(x,  i)=  o  disparaît  donc  pour  faire  place  à 
celle-ci  :  n(A)=o,  qui  est  directement  ramenée  à  l'équation  (2'). 
Ce  résultat  obtenu,  il  ne  reste  plus,  pour  arriver  à  la  résolution 
par  les  fonctions  elliptiques,  qu'à  calculer  l'expression  de  la  quan- 
tité A,  afin  de  déterminer  par  l'équation  A  =  o  le  rapport  -• 


XXIV. 

J'ai  indiqué  au  paragraphe  XII  par  quelle  voie  M.  Brioschi  avait 
été  conduit  à  l'équation  en  z,  et  je  rappelle  succinctement  qu'en 
désignant  par  w,  une  fonction  cyclique  des  racines  de  l'équation 
générale  du  cinquième  degré /($,  i)=  o,  qui  change  de  signe  par 

la  substitution  ]  ^    U  et  nommant  ///  ce  que  devient  w.  par  la  sub- 

stitution    ;  /        >>  l'expression    suivante,    où    e    est    numérique, 
savoir 

s  =    £  [  l/,-4-  Mo  -H  W  (  M,  -h  Ma  )] 

x[ai-f-  1/4-+-  co(M,—  //o)] 

X[l/3—  Ut-h  w(M,—  1/4)], 


satisfait  à  léquation 


3  B    ,,       3(9Bt_  vc> 


*  TT 


les  quantités  A,    B,  C  et  II  s'exprimant  rationnellement  par   les 
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coefficients  et  la  racine  carrée  du  déterminant  de  la  proposée.  C'est 
dans  le  cas  particulier  de  A  =  o  que  cette  équation  est  immédiate- 
ment résolue  par  les  fonctions  elliptiques,  et  Ton  a  trouvé  qu'en 
faisant 

Ao  /5  =  a«  v/3  -h  Mo  -H  Ml  -H  Mj  -H  U3  -+-  Mv, 

-  Ai  /5  =  Mo-f-  p^Mi-4-  p'Mt-+-  p*Ui-i-  pM4, 
-  Ajv/S  =  Mo-f-   pMi    -h  p*Mj-f-  p'^Ms-l-  p^Mv, 

OÙ  p  est  une  racine  cinquième  de  Tunilé,  donnant 

v/5  =  p*-h  p' —  p  —  pS 

on  avait 

A  =  AJ-+- A,  Aj. 

Cela  posé,   voici  comment  s'obtient  cette  quantité  si  importante 
lorsque  Ton  prend  pour  //  l'expression  dont  j'ai  fait  usage 

u  =  pV  -+-p''^  -H  'ioL'*/;^hl{q\i  -f-  g'v). 

On  a  vu  que  les  quatre  indéterminées /?,/>',  q,  cf  se  réduisaient, 
dans  la  valeur  de  z^  aux  deux  suivantes 

de  sorte  que  Ton  peut  supposer  />  =  o,  y'=  o,  ce  qui  donne  plus 
simplement 

ou  encore,  en  changeant  q  en  q  4-  2p,  comme  au  paragraphe  XXI, 
a  =3  pi? -4- 2a*/^/i/(q -f- 2p)u. 

Or,  on  a  pour  les  six  valeurs  de  9  et  U  ces  expressions 

V^.=  a«[-/^//F5-+-(/-2/t)^V^l^'  — /iWlIJ,  2U.  =  -+-a«/i(F  -i- H  ), 

^î>o=  %^[-U'hV^^{f—ik)gi/l?  4-/tWII],  2Uo=-hat/i(F  -  H), 

V^,=  aH-f-/A''AH3— (A-'jtA')/^A/H-^'*/GJ,  lU,  =- a«^(  II  -  G), 

\?^=a«[-+-/é'/eH-»-(/i-2^)/2/e/II-HA'^/G],  -lu^  =- a^/riH -^- G;, 

\^,=  a«[-/^/,G'»-H(^''— •2/;/t«^/G4-/WF),  2U,=-aV(F  -G), 

%:>,=xa«[-f-/^/*G'-(^--2/)/t«^/G-h/*/FJ,  2U,=— a*/(F-HG). 
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Elles  montrent  qu'en  supposant  G  =  o  on  a 

t?,=  %?4,  tti=tt4, 

et,  par  conséquent,    Ui=zu^^    U2=  u^^   de  sorte  que  Téqualion 
A  =  o  devient  alors  une  somme  de  deux  carrés,  savoir 

("*     a"^"°  -Hi«i-i-a,j  -h[wo-i-(p-i-p*)wi-+-(p'-+-p')wj]'=û» 
ou  encore,  en  faisant  toujours  (o  = 


2 


/ 14,-1-  Mo  Y    ,    /  W«— Wo      \* 

(  -= --^U)Ufj    -h  (Ml  H ^tûj     =  O. 

Mais  l'hypothèse  G  =  o  revient  à  supposer  nul  l'invariant  du  diï- 
huitième  ordre,  ou  bien  à  établir  entre  les  invariants  fondamentaux 
de  la  forme  du  cinquième  degré  une  relation  du  trente-sixième 
ordre,  et,  comme  la  quantité  qu'il  s'agit  d'obtenir  est  seulement  du 
douzième,  celte  relation  ne  pourra  la  modifier  en  rien,  et  c'est  en 
me  plaçant  dans  ce  cas  particulier  que  je  vais  en  faire  le  calcul. 
J'observe  d'abord  que  les  égalités 

G«— H«=4//,        H«— F»=4/^.        F»— G«=4/A 

donnant  pour  G  =  o  :  H=*  =  — 4(/^)  F=*=4'Aî  il  suffit,  pour  ob- 
tenir les  invariants,  d'employer  cette  valeur  de  F^  dans  les  ex- 
pressions du  paragraphe  X\  II.  Mais  on  peut  éviter  ce  calcul,  car 
les  invariants,  fonctions  symétriques  des  racines,  ne  changent  pas 

de  valeur  en  effectuant  la  substitution  suivante  :  |  J  [  qui 

change  F,  G,  H,/,  g,  h  en  G,  — H,  — F,  g,  h,  f\  ainsi  Ton  a, 
par  exemple, 

a*  a* 

=  ^  i{h^^  hf  ^ p)0^  -(h  —  f){ih^ ^  hf-^ip)l. 

Or  cette  dernière  expression  donne  immédiatement 
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el  Ton  aurait  de  même 

-1^=— 2A/(A-/)(A•^-3A»/-^-8A*/*-+-^'^'/•-^-8^'/*^-5A/»^-/•)^•• 

Cela  posé,  en  faisant  (i)'= — -9  on  trouve  pour  G  =  o, 

après  quelques  réductions  faciles, 


2 


-wii,=  a«[a)/«(/— ^cu)«p-h/rA(A— /(o)q]/F, 


el  il  vient,  pour  la  somme  des  carrés,  après  avoir  remplacé  F^  et  H* 
par  /^Ih  el  —  4  '/> 

4a**(/-^w)^[(/»a»«  — A»a)'«)]/A/».p«  1 

—  8«»«(/— ^o>)«[(i-a>')/i-(i  — w)/]/t^îA«/».pq      =0. 
-H4a»«[A(A— /a>)«— /(^  — Aw)«]/V'^*^'.<ï*  J 

Soit  donc,  en  me  bornant  au  coefficient  de  p', 
4aU(/— ^a))*(/îa>«— A»a>'«)/A/» 

On  trouvera  d'abord  a  =  o,  en  supposant /=:  o,  et,  après  avoir 
supprimé  le  facteur /A,  il  suffira  de  faire/=  A,  /=  —  A,  /=  o, 
et  enfin  de  comparer  dans  les  deux  membres  les  termes  en/^A, 
pour  obtenir  bien  facilement 

2  2 

Le  calcul  des  deux  autres  coefficients  est  plus  facile  encore,  et 
Ton  obtient  en  définitive  l'équation 

—  4( JU  -+-v/5^)Apq  —  a(<.l,  —  3/5Â)Aq»=  o. 

Ce  résultat  complète  l'étude  que  je  me  suis  proposé  de  faire  de 
la  méthode  de  M.  Kronecker,  en  prenant  pour  point  de  départ  les 
quantités  u,  0,  t),  ^  el  je  serais  au  terme  de  mes  recherches  si  la 
marche  que  j'ai  suivie  ne  conduisait   encore  à  une  autre  fonc- 
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tîon  cyclique  dont  je  vais  dire  quelques  moU.  Aux  expressions 
U.  ==  a^FF,  F^jFaFj,  el  ¥,===  ût*H  H*  HaH;,!!*,  composécJs  avec  les 
facteurs  F  et  H  de  riuvariant  du   dix-hiiilîèrae  ordre,  on  peut 

joindre  celle-ci  :  W»=a*GG,GaG3|G4,  que  la  âubstlttttion  }  J   i 

laisse  invariable,  de  sorte  qu^on  en  déduit^  en  la  multipliant  par  u. 
ou  par  u^,  une  fonction  du  huitième  ordre,  changeant  de  si^ne  par 
celle  même  substituiioti,  et  que  Ton  peut  par  conséquent  prendre 
pour  u.  Soit  donc  ainsi  «  i=  ^/uW -h  ^u,  on  auraj  k  Té^j^i^rd  de 
Féqnation  A  ^^  o,  celle  conséquence  remarquable  que  les  coeffi- 
cients de  p'-^pr/j  y^  étant  du  seizième,  du  dixième  et  du  quatrième 
ordre,  celte  équation  ne  contient  pas  le  terme  en  pq*  Mais  j'ajourne 
Tétude  de  cette  nouvelle  espèce  de  fonctions,  et  je  vais  terminer  en 
reprenant  sous  un  autre  point  de  vue  la  queslion  déjà  traitée  des 
conditions  de  réalité  des  racines  de  Téqualion  du  cinquième  degré* 


En  désignant  par  A,  B,  G  les  invaiiânts  fondamentaux  et  posant 

D  =  \î-Hi28B, 

Di  =  aJAB*M5C, 

N  =Dî— loABDjH-gBïD, 

j^ai  donné  au  paragraphe  X,  pour  les  conditions  de  réalité  des 
cinq  racines,  ces  trois  criteria  : 

n  >  a,        BD,  <Oy        N  <  o, 

qui  sont  du  huitième  «  du  vingtième  et  du  vingt-quatrième  ordre, 
et  Ton  a  vu  que,  les  conditions  B  >^  o,  D,  <:  o  ne  pouvant  jamais 
avoir  lieu  simullanénient,  le  second  critérium  donne  à  la  fois  B<:  o^ 
D(  >»  o.  Or  il  est  bien  remarquable  que  le  théorème  de  Sturm, 
appliqué  à  Téquation  enX,  reproduise  exactement  les  mêmes  résul- 
tats, et  c  est  ce  que  je  vais  établir  avant  de  donner  le  procédé  qui 
conduira  à  des  criteria  d^un  ordre  moins  élevé.  Voici  d'abord,  en 
posant  avec  M.  S jK ester 

9\  =  9A»-^im:abh-C), 
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celte  équation  en  a,  qui  a  <ît(*  calculée  par  le  P.  Joubert, 

(F)"->*(è)'--(è)"-»'-»-'>'(Vl' 

-f-5D(5D~4A»)(7^)—  DfioSA  — 9AD  -iooA:M  =  o. 

Cela  posé,  on  trouve,  par  le  calcul  direct  du  premier  terme  des 
fonctions  intermédiaires  et  en  supprimant  un  facteur  numérique, 

V,=  BX3-^-...,         V3=-NXî-h.... 

Mais,  pour  la  quatrième  fonction,  les  expressions  des  différences 
des  quantités  A,  données  au  paragraphe  XX,  montrent  qu'elle  con- 
tient en  facteur  le  carré  de  l'invariant  du  dix-huitième  ordre,  et  Ton 
trouve  ainsi,  pour  le  coefficient  de  son  premier  terme,  l'expression 

K*2  (/v/^vAvFvGvHv)«=25K«D,. 

0 

Quant  à  V5,  on  obtient  lv*D,  d'où  il  résulte  qu'en  supprimant  les 
facteurs  K*  et  K*  on  retombe  bien  sur  les  criteria  déduits  de  la 
forme  quadratique 

Dit^~6HDtv  -  D(D,  — ioAB)i^« 

-+-  D[— B//2-4-'2D, //«v-+-(9BD  — ioAD,)iv»]. 

Je  remarque  ^encore  que  Féquation  en  X  donne  un  système 
simple  des  covariants  doubles  en  x  et  x'  définis  au  paragraphe  XL 
et  servant  à  déterminer  par  leurs  signes  le  nombre  des  racines 
réelles  de  Féquation  proposée /(j:,  i)  =  o  qui  sont  comprises  entre 
les  limites  données.  En  effet,  on  peut  prendre,  en  désignant  tou- 
jours ces  racines  par  Xo-,  ^1 ,  . . .,  et  posant  V  :=y(x,  1), 


-^0 
—  > 


Quant  à  V^,  on  supprimera  le  facteur  K-,  amené  par  les  sym- 
boles ^  qui  contiennent  quatre  des  racines  a,  et  enfin  on  prendra 
X^i=.fix\  i)D.  On  voit  qu'ainsi  Vi  sera  du  [iremier  ordre,  V^j  du 
neuvième,  V^j  du  vingt-cinquième,  V>|  du  treizième,  et  \»i  du  neu- 
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viènie-  Mais  j'arrive,  sans  m'arrêter  plus  longtemps  sur  ce  sujet,  a 
la  méthode  élérnenLaire,  elqui  donne  pour  les  conditions  de  réalilé 
les  crileria  du  quatrième,  du  huitième  el  du  douzième  ordre,  et  au 
nombre  de  troî$  seulement.  Elle  se  fonde  sur  ce  que  les  quantités 
u^,  Uf,,  .,.  Satisfont  à  réqualîoû  suivante 

-h  r  j  (^  -^i/lY-h  âl  iiu^-i-(x  —  3Va}a»ii*-i-  A»  =  o, 

que  Ton  forme  très  facilement,  et  dont  les  coefficients  seront  tous 
réels  si  noua  supposons  le  discriminant  A  positif^  ce  qui  est,  dans 
la  question  présente,  le  seul  cas  à  examiner.  Or^  en  retenant  à 
Fe^pression  d*une  des  racines,  par  exemple 

on  reconnaît  immédiatement  que,  x^  étant  réel,  jt^  et  x^  imagi- 
naires conjugués,  ainsi  que  X|  et  X4,  on  obtient  pour  u^  une 
quantité  de  la  forme  my^ —  1 ,  dont  le  carré  est  essentiellement  né- 
gatif. Kn  éublissant  donc  que  réquatiou  en  u  na  que  des  racines 
positives,  c'est-à-dire  que  son  premier  membre  n'oITre  que  des 
varialiouïi^,  on  aura  les  conditions  a  la  fois  nécessaires  el  suffîsatiles 
pour  que  les  racines  de  Téqualion  du  cinquième  degré  soient  toutes 
réelles.  Si  Ton  convient  de  prendre  positivement  y^A,  on  parvîenl 
ainsi  à  ces  résullats  fort  simples 

et  il  est  visible  que  le  cas  des  quatre  racines  imaginaires  sera 
caractérisé  par  un  changement  de  signe  des  deux  derniers  criterîa, 
en  conservant  la  condition  A]>o  (*). 


(  ^  )  Noua  o'avans  pAs  signmié  toutet  les  erreurs  4c  calcul  qui  se  trouTaîcnt  dini 
ce  Mémoiret  el  qui  ont  été  corrl^èc^  par  M.  Bouri^et.  Celui -ci  a  refait  tous  les 
c^icuht  «âuf  en  âeu%  poirvis.  Il  a  admis  que  lii  réduite  dn  cinquièinc  degTë  de 
Téquatioa  du  st\ièui«  ordre  ëiatl  exacte  timis  le  iraviiil  du  P.  Joubert  sur  Les 
équalions  do  siiiéme  degré  (  Comptes  rêmiuAj  l,  L3L1V  ).  Il  a  admis  cotume  e^tacte 

éfalemeni  ]a  foriïitUoQ  de  réqu«ti<ifi  en  (t^I  (p^  4^5)  et  le  eaUul  des  premières 


fonctions  de  Sturm. 


E    P. 


SUR  LES  INVARIANTS 


DES 
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Salmon,  Algèbre  supérieure,  trad.  O.  Chemin, 
deuxième  édition,  1890,  p.  557. 


C'est  dans  la  théorie  des  formes  du  cinquième  degré  qu'on  voit 
s'offrir  pour  la  première  fois  un  invariant  gauche,  c'est-à-dire  un 
invariant  qui  se  reproduit  changé  de  signe  dans  toute  transformée 
de  la  forme  proposée  par  une  substitution  au  déterminant  — i, 

telle  que  par  exemple 

!jr  =  —  X 
^=    ^ 

ou  bien 

jr=      Y 

Si  la  forme  du  cinquième  degré  décomposée  en  ses  facteurs  linéaires 
est 

^  =,  a{x  —  xey){x ^  xxy)(,x  —  xty)(x  —  Xiy){x  --  x^y), 

son  expression  en  fonction  des  racines  s'obtient  comme  il  suit. 
Posons,  pour  abréger, 

(m/l)=  Xfn—  Xn, 

on  aura 

K  =  a"[(oI)(o4)(32)-f-(o2)(o3)(l4)][(oI)(o•i)(43)-+-(o3)(o4)(I^)][(oI)(o3)(43)-^(oa)(o4)(3I)] 

X[(I2)(IO)(43)-^-(l3)(I4)(20)][(I2)(,3)(o4)-h(I4)(IO){23)]f(I2)(I4)(o3)-^(l3)(IO)(42)] 
X[(23)(2l)(04)-+-(24)(2O)(3l)][(23)(24)(.0)-h(2O)(2l)(34)][(23)(20)o4)-+-(24)(2l)(03)] 

x[(34)(32)(io)-h(3o)(3i)(42)][(34)(3o)(2i)H-(3i)(32)(4o)][(34)(3i)(2o)-4-(3o)(32)(i4)] 
X[(4o)(43)(ai)-+-(4')(42)(o3)]t(4o)(4i)(3?)-f.(42)(43)(oi)][(4o)(4a)(3i)-+-(4i)(43)(ao)]. 
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Cela  étanl,  je  vais  résumer  dans  celle  Noie  plusieurs   résullals 
relatifs  aux  facteurs  de  Tinvarianl  gauche  et  qui  donneront  sous 
un  nouveau  point  de  vue  la  détermination  des  invariants  dans  les 
formes  du  cinquième  degré. 
Soient  à  cet  effet  (  *  ) 

F=(oi)(o4)(3a)-+-(o2)(o3)(i4), 
G  =(oi)(o-^j(43)-h(o3)(o4)(i2), 
n  =(oi)(o3)(42)-4-(u'A)(o4)(3i), 

et  convenons  de  représenter  par  Fv,  Gy,  Hv  ce  que  deviennent 
respectivemenl  ces  quantités,  en  ajoutant  le  nombre  v  aux  indices 
des  racines  Xq,  X|,  ...,  pris  suivant  le  module  5.  L'expression  de 
l'invariant  du  dix-huitième  ordre  sera  ainsi 

K  =  a»».FGH.F,G,H,.F,G,H,.F3G,H3.F4G4Hi, 

et  en  premier  lieu  je  donnerai  le  moyen  de  connaître  comment 
s'échangent  entre  eux  les  quinze  facteurs,  lorsqu'on  effectue  sur 
les  racines  une  substitution  quelconque.  Or,  à  l'égard  de  la  substi- 

Sx     ) 
>>  on  aura  pour  résultats 
rr,v  ) 


I" 


3" 


F,  F„  F„  Fa,  F,  ) 

—  H,  —  Hj,  —  H^,  —  Hi,  —  Hs  ) 

G,  Gi,  Gj,  G3,  G4 

—  G,  —  Gj,  —  Gi,  — Gi,  —G, 
*  H,  H„  H,,  H3,  lU  l 

F,  F,,  F4,  F„  F,  )' 


La  substitution  ;     ^     }  donnera 


F,  F„  F„  F„  F,  l 

F,  G3,  —  H.,  -H„  -G,  y 

^       G,  Gi,  Gj,  G,,  G4  I 

I  -G,  -H3,  -F,,  F„  H,  )' 

H,  Hh  Hj,  H3,  Ih  ) 


^"  '  -II,     -F3,  G4,     -G„     -F,  ) 


(  '  )   ^oyez  mon  Mémoire  Sur  /'équation  du  cinquième  degré.  Paris,  Gauihicr- 
Villars  et  Hermite,  Œuvres,  t.  II,  p.  347. 
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Ft  comme  toute  substitution   entre  cinq  quantités   résulte  de  la 
composition  des  substitutions  élémentaires 

j  ^^      l     I  ^-  I,      i  ^^     I, 

on  pourra,  par  ce  qui  précède,  connaître  Teflet  d'une  permutation 
donnée  des  racines  sur  l'un  quelconque  des  quinze  facteurs. 
En  même  temps  que  F,  G,  H,  je  considérerai  les  quantités 

^=(i4)('23), 
A=(i-2)(34), 

et  je  désignerai  par/v?  ^v?  ^v  ce  qu'elles  deviennent  en  ajoutant  v 
aux  indices  des  racines.  Cela  étant,  on  trouve  que  la  substitution 

J         I  opère  les  changements  que  voici  : 


/. 

Su 

/.. 

/.. 

A  1. 

-h, 

-/>*, 

-Av. 

-hu 

-/.,   )' 

ff, 

-Ç-i, 

fft. 

g»y 

«-'   1. 

—  g, 

—  ffl, 

—  ffi, 

—  gu 

-A'»)' 

h,  ht,  ht,  /i3,  /*4  I 

C>uant  à  la  substitution  |     '     '»  elle  donne  pour  résultats 

\    /,       A^        /«.        /3,         /4      (. 

I  /     A's,     /'H      ^1,      A't   ^' 


1  A'. 

(Ç-i, 

^j, 

/Ç-s, 

gi   1 

'  A'. 

A„ 

/*- 

/., 

A,  i' 

jA, 

A„ 

A.. 

A„ 

Av  1 

i  A, 

/.. 

A'v. 

A'i. 

/.   )■■ 

D'où  l'on  voit  que  les  deux  groupes  de  quinze  quantités  se  per- 
mutent de  la  même  manière,  sauf  certains  changements  de  signes, 
quand  on  eftectue  les  mêmes  permutations  sur  les  racines  de  la 
proposée.  Mais  le  lien  (|ue  nous  établissons  entre  elles  se  justifie 
plus  complètement,  d'abord  par  ces  relalions  où,  pour  abréger,  on 
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fait 

/=(oi)(o2)(o3)(o4), 
savoir 

H«-F»  =  4/^, 
F«  — G«=4/A, 

et  ensuite  par  cette  remarque  que  les  divers  produits 

a«Fv/v,  a'Fv^v,  a«FvAv, 
a«Gv/v,  «'Gv<Ç'v,  a«GvAv, 
a«Hv/v,    a«Hv^v,     a'HvAv, 

a  étant  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  forme  du  cinquième 
degré,  sont  des  invariants.  Ces  produits  donnent  lieu  à  ce  fait 
algébrique  que  neuf  d'entre  eui,  correspondant  à  la  même  valeur 
de  l'indice  v,  suffisent  pour  en  déduire  linéairement  tous  les  autres. 
On  a,  en  effet,  les  relations  qui  suivent  : 

2Fi/i=  F/-GA-hH^, 
^G,^i=  F^H-G/-i-HA, 
!2HiAj=      FA  — G^-H/; 

aF,/,=-FA-4-G^-H/, 
2G,^,  =  — F/-hGA-HH^, 
2H,/i,  =  — F^  — G/-+-HA; 

aF,/i  =  -FA-G^-H/, 
aG,^,  =  -4-F/-hG/i  — H^, 
aH,A,=— F^-HG/-hHA; 

2F4/4=-hF/-+-GA-+-H^, 
2G,^,  =  — F^-hG/-H/i, 
aH4A4=:-i- F/i  H-  G^— H/. 

Tous  les  autres  sont  d'une  forme  presque  aussi  simple,  et  en  voici 

le  type  : 

aF,  A,  =  FA  H-  G^-+-  H(A  —  ^), 

2H,^,  =  F(/  — A)-G/-^IIA, 

;iG,/,  =-F/--G(^-/)^H^, 
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De  là  résulte  la  possibilité  d'exprimer  au  moyen  de  F,  G,  H, 
d'une  part,  y,  g^  A,  de  l'autre,  des  fonctions  des  racines  de  la  forme 
proposée  qui  sont  des  invariants.  Considérons,  par  exemple, 
l'expression 

F/-+-  Ff/i  H-  Ft/t-+-  Fa/a -4-  F4/4, 

qui  est  évidemment  cyclique.  En  vertu  des  relations  précédentes, 
elle  prendra  cette  forme  très  simple 

F(2/-/i)-f-H(^-/). 

Les  fonctions  FF,F2F3F4,  HH1H2H,  H4,  qui  sont  également 
cycliques,  s'expriment  d'une  manière  analogue.  En  faisant,  pour 
abréger, 

j'ai  montré  dans  mon  Mémoire  Sur  Inéquation  du  cinquième 
degré  qu'on  a 

FF,F,F,F4    =F(      H«A8-h-FH/iA'4-A'«/), 
HH,H,H,H4=H(-FV-+-FH>y'^/'»/). 

On  obtiendrait  pareillement 

GG,G,G,G4=G[-G»(/-/»)^*-hFH(/t-h/A-4-A*)^ 
-+-(/^ -  2/» A  -  5/* A*- V^»-4- A^)/]. 

Mais,  dans  ces  formes  si  simples  de  fonctions  compliquées  de 
racines,  le  caractère  cyclique  de  ces  fonctions  n'apparaît  plus 
d'une  manière  évidente,  et  pour  le  retrouver  il  faudrait  toute  une 
théorie,  qui  me  mènerait  bien  au  delà  de  mon  objet  actuel.  Je  me 
propose  en  effet,  en  considérant  des  expressions  non  seulement 
cycliques,  mais  symétriques,  d'établir  que  tout  invariant  dont 
V ordre  est  multiple  de  4  ^st  une  fonction  homogène  de  F^  et 
l  ayant  pour  coejficients  des  polynômes  entiers  en  g  et  h. 

Dans  ce  but,  je  considérerai  les  diverses  déterminations  de  la 
fonction  suivante 

M=(Ol)(l2)(23)(34)(4o), 


/ 
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qui,  multipliée  par  ^/^,  donne  évidemment  un  invariant.  Ces 
déterminations,  au  nombre  de  vingt-quatre,  sont  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires,  et  peuvent  ainsi  se  réduire  à  douze, 
que  je  [)artagerai  en  deux  groupes  et  désignerai  comme  il  suit  : 

Ia«=(oi)(i'A)(-23)(34)(4o), 
Wo-(o3)(3,1)(4i)(i2)(9.o), 
wi  =  (i4;(  io)(o9.)(7.3)(3i), 
aî  =  (9.o)(oi  )(  i3)(S4)(42), 

M3  =  (3l)(lA)(24)(40M03), 

a,  =  (4^.)(*^3)(3o)(oi)(i4); 

p.=  (o2)(7.4)(4i)(i3)(3o), 
t'o  =  (o4)(4*^)(?.3)(3i)(io), 

p,=(io)(o3)(34)(4^)(2i), 
i',  =  (ai)(i4)(4o)(o3)(32), 

i^3  =  (32)(-20)(Ol)(l4)(43), 
t'4  =  (43)(3l)(l2)(20)(04). 

i'.  a  été  tiré  de  m,  par  la  substitution  }     ^    [;   u^  et  Çq  ont  été 

(    ^ÎV    ) 

respectivement  déduits  de  w.  et  i^^   par  la  substitution  |     ^     [; 

enfin  w/  et  r,  de  Uq  et  i^o  ^^  ajoutant  le  nombre  /  aux  indices  des 
racines  pris  suivant  le  module  5.  On  sait  qu'à  Torigine  de  la 
théorie  des  invariants  on  a  considéré  comme  fonctions  symétriques 
des  carrés  de  ces  douze  quantités  les  invariants  fondamentaux  du 
quatrième,  du  huitième  et  du  douzième  ordre  des  formes  du  cin- 
quième degré.  Ainsi  Ton  a,  en  désignant  avec  M.  Sylvester  Tinva- 
riant  du  quatrième  ordre  par  J  et  le  déterminant  par  D, 

a^{vl  -¥-  vl  -}-  i^]  -h  vl  -^  vl  -^  ul)  =—  jU  -f-3.5*/3T), 
et  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des  carrés  conduit  à 

=  4.5»(i8JK~7GSL-A), 
en  adoptant  les  dénominations  du  même  auteur.  Or  on  a,  comme 
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on  le  vérifie  sans  peine,  ces  deux  systèmes  de  relation,  savoir 

2w.=  -H/r(n-h  F),  •xi\,=  -^-/(U—  F), 

2Mo  =  — /mH—  F),  2ro  =  — /(  H-f-  F), 

iui=z-h  ^(G  —  II),  ii'i  =  -^  hiG  -\-  H), 

|'2in  =  — /îr(G-i-H),  ,1.^  =  -.  A<G  — II), 

2Mj  =  -h/(F— G),  'AVi  =  —  g{F  -h  G)j 

21/3  =  — /(F  -h   G),  9.Vs  =  -+-^(F—   G). 

On  en  déduit,   en  faisant  la  somme  des  carrés,    l'expression  de 
l'invariant  du  quatrième  ordre  J,  sous  la  forme 

a*[(2F»-HG*-+-  H«)/*-»-(^G«-r-  H»-hFM^* 

-h(2Hi-HF2-HG«)/j«]=— 4.5U, 

et,  si  l'on  écrit  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  «/^//ijajf-l-. . ., 
de  cette  manier  •  : 

■+-  ulu^i  u]-^  ul-h  u]-h  ul) 
-+-  a}  aj  (  M*  -h  aj  -f-  a|  H-  al  ) 
-h  m|  a|  (  M*  -h  aj  -f-  a{  -H  aj  ), 

on  parviendra  à  l'invariant  du  douzième  ordre,  exprimé  comme 
il  suit  : 

•27j»(48JK  — 768L  — A) 

=  4a"(F«-f-  GV)f  G*-^  IP)(II«-4-  F*)/*^*A« 

^a»«(F2  — H»)U(F'*-*-G«)^»-4-(G«-f-H')A2]/* 
_Ha»î(G«—  F*)*[{G^-hU*)h^-^{H^-hF^)p]^^ 
-f-  a»« (  IP  -  G»  ;M^  H«  -T-  F*  )/«  -h(  F»  4-  G«  )^J  ]  A*. 

Adoptant  donc  le  discriminant  b^  D  =  a^ /'^ g^ h- 1'^  pour  inva- 
riant du  huitième  ordre,  la  proposition  précédemment  annoncée 
se  trouvera  démontrée  à  l'égard  de  ces  invariants  fondamentaux, 
en  observant  que  F,  G,  Il  n'y  entrent  que  par  leurs  carrés,  de 
sorte  qu'au  moyen  des  relations 

G«-in  =  4//, 
H»-F«  =  4/^, 
F«  — G*=4//', 

et  de  celle-ci  qui  en  déci>ule 
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on  pourra  effectivement  les  exprimer  par  F*,  g^  A,  /.  Nous  obtien- 
drons ainsi 

4.5»(48JK  — 768L  — A) 

=  a»«[F«(^-+-A)'^'A*-^4F*/(^  — A)(^-+-A)V'^* 

—  2/*^A(^  — A)(^«-h3^»/r-+-8^*A«-Mi^*A*-t-8^«A*-4-3^A»-»-A«)]. 

Or,  ces  expressions  sont  des  fonctions  homogènes  de  F^  et  /,  dont 
les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  en  g  et  A,  et  il  en  sera 
de  même  par  conséquent  de  leurs  combinaisons  entières  qui 
représentent  tout  invariant  de  la  forme  du  cinquième  degré  dont 
Tordre  est  multiple  de  quatre.  J'ajoute  qu'un  invariant  donné  ne 
peut  être  obtenu  de  deux  manières  différentes,  comme  nous  venons 
de  le  dire;  car,  en  égalant  deux  expressions  de  cette  nature,  on 
arrive  à  une  équation  homogène  entre  F^  et  /,  qui  pouvait  donner 

F* 

-y-  en  ^  et  A,  c'est-à-dire  une  fonction  de  la  racine  x^^  et  par  con- 
séquent cette  racine  au  moyen  des  quatre  autres,  puisque  g  et  h 
ne  contiennent  pas  Xq. 

Je  terminerai  celte  Note  par  ce  qui  concerne,  au  même  point 
de  vue,  l'invariant  gauche,  et  à  cet  effet,  en  posant  comme  plus 

haut 

/'  =  /«+ ^A, 

/fr  =/ç^*-+-/A, 

j'emploierai    les    relations    suivantes   qu'il   est   aisé    de    vérifier, 

savoir 

2(x4-x,)F,G,  =  H^'H-GA', 

2(x,-x,)H,H,=  FA'H-H/', 

2(x,-x,)H,Gv=G/'-t.F^', 

2(0:,  — x,)G,F^=  H^'— GA\ 

2(j',-j:i)F,F,  =  FA'-H/\ 

2(^4-x,)GiH,=  G/*-F^''. 
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On  en  déduit,  en  les  mulliplianl  membre  à  membre, 

-64/rAK  =  a»»FGH(HV'*-  G*^'«)(F«^'«-  HV'«)(G«.p—  F^*). 
Ecrivant  ensuite 

et  observant  qu'on  a 

on  en  conclut  immédiatement 

K  =  a»»FGH|F«(/j  -.f)fh^lf'^] 

et  l'on  reconnaît  que  la  quantité  par  laquelle  est  multipliée  FGII 
peut  encore  être  mise  sous  la  forme  d'une  fonction  homogène  de 
F*  et  /. 


H.  —  II.  28 


SUK  L'INVARIANT  GAUCHE 


DBS 


FORMES  DU  SIXIÈME  DEGRÉ. 


Salmon,  Algèbre  supérieure,  trad.   O.  Chemin, 
deuxième  édition,  1890,  p.  568. 


On  doit  au  P.  Jouberl  (  '  )  la  découverte  intéressante  de  l'expres- 
sion de  cet  invariant,  qui  est  du  quinzième  ordre,  au  moyen  des 
racines  de  la  forme  proposée.  Représentons  cette  forme  par 

/=a(x  —  x^y){x-  Xoy)(x  —  xiy){x  —  xtjr)(x  —  Xiy)(x ^ x^jr)^ 

et  posons 

Uo  =lx^Xo(Xf-h  x^—  Xx  —  x,,)-k-  XxX,,KX^-^  Xq—  Xt  —  a-a) 

-HX,jrj(J7|  -4- j-4  — X,— J-o)], 
Vo  =  [Xm>Xç^(Xi-i-  X,,—  Xi  —  Xi)-\-  XxXt{X^-¥-  X^ JTj  Xf,) 

-\-  XiXt^ixx  -\-  x^  —  x^ — aro)], 
Wo  =  [  J-« :ro ( .Ti -H  j-^  —  j- ,  —  j-j ) -h  JT, JT, (  jf. H-  a:o  —  x^  —  x^) 

-h  XtXt,(Xx  -\-  Xi   —  X. 070  )]. 

En  convenant  de  désigner  par  L,,  V/,  W,  ce  que  deviennent  ces 
expressions,  en  ajoutant  le  nombre  k  aux  indices  des  racines  pris 
suivant  le  module  5,  on  aura  la  valeur  suivante  de  Tinvariant 
gauche  du  quinzième  ordre,  savoir  : 

K  =  a»»UoU,U,U,L\  VoV,V,V3\\WoW,W,W,W4. 

(')  Voir  Comptes  rendus,  l.  L\IV,  1867  (I),  p.  1026. 


SUR 

LA  THÉORIE  DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES 

DU  SECOND  DEGRÉ  (*). 


Note  VI  du  Programme  détaillé  d'un  Cours  d'Arithmétique,  d'Al- 
gèbre et  de  Géométrie  analeptique,  par  Gerono  et  Rognet,  4*  édition, 
Paris,  Mallet-Bachelier,  i856,  p.  i54. 


Les  propriétés  des  polynômes  homogènes  du  second  degré 
à  plusieurs  variables  sont  utiles  à  connaître  dans  beaucoup  de 
questions  d'A  Igèbre  et  de  Géométrie  analytique.  Nous  allons  exposer 
dans  cette  Note,  d'après  M.  Hermite,  celles  qui  nous  paraissent 
les  plus  importantes,  et  dont  la  démonstration  n'exige  que  les 
premiers  éléments  du  calcul.  Voulant  d'ailleurs  que  Tétude  de  ces 
démonstrations  soit  un  exercice  pour  les  élèves,  nous  considérerons 
le  plus  souvent  un  cas  particulier  de  manière  à  en  bien  faire  saisir 
Tespril;  après  avoir  mis  ainsi  en  évidence  tout  ce  qu'il  faut  con- 
naître pour  traiter  le  cas  général,  nous  laisserons  à  chercher 
Texpression  analytique  la  plus  étendue  des  raisonnements  et  des 
méthodes  exposés  dans  un  cas  spécial.  On  aura  de  la  sorte  à  traitei 
des  questions  d'algèbre  faciles  en  elles-mêmes,  car  la  voie  pour 
arriver  au  résultat  sera  bien  indiquée  à  l'avance,  et  aucun  autre 
exercice  ne  paraît  plus  profitable  pour  arriver  à  connaître  et 
à  employer  avec  silreté  l'instrument  du  calcul  algébrique.  Nous 
pensons  aussi  qu'on  parviendra  par  là  à  mieux  saisir  et  conserver 
dans  son  esprit  les  diverses  propositions  dont  nous  allons  nous 


(*)  Nous  insérons  ici  une  Note  Sur  la  théorie  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré  extraite  de  l'Ouvrage  indiqué  de  Gerono  et  Rognet.  Celte  Note 
n'est  pas  signée  et  porte  seulement  la  mention  :  «d'après  M.  Hermite  »;  mais 
Doas  savons  qu'elle  a  été  rédigée  par  Hermite.  Quoiqu'elle  soit  surtout  intéres- 
sante au  point  de  vue  de  l'enseignement,  il  nous  a  paru  qu'elle  méritait  d'être 
reproduite.  E.  P. 
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occuper.  Comme  elles  reposent  en  grande  partie  sur  quelques  pro- 
priétés des  quantités  qui  se  présentent  dans  la  résolution  d^un 
système  d'équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues,  nous 
commencerons  par  rappeler  en  quelques  mots  celles  dont  nous 
ferons  usage. 

I.  —  Des  déterminants. 

Considérons  n  -h  i  équations  du  premier  degré  à  n  -h  i  incon- 
nues, dont  les  coefficients  soient  des  quantités  littérales,  savoir  : 

ax     -^  by     ->rcz      -+-...-+-Aa      =  K, 
a' X    -\-b'y     -^c'z     -h...-»- A' a     =  K', 


£,l/i>ar  -4-  b^n)jr  _|_  c'^n)  ^  . 


hn)u=  K<«'. 


Le  dénominateur  commun  des  valeurs  des  inconnues,  qu'on  en- 
seigne à  former  en  Algèbre,  et  qui  dépend  seulement  des  coeffi- 
cients de  ces  inconnues,  a  reçu  le  nom  de  déterminant,  et  se 
désigne  par  la  notation  abrégée 


(1) 


a 
a' 


b 
b' 


h 
h' 


din)      lf{/t)      çi/i»       ^  ^  ,       y^(/i) 

Ainsi,  par  exemple,  pour  deux  équations  à  deux  inconnues, 
ax  -h  by  =  K, 


on  écrira 


a'x  -h  b'y  =  K', 
ab'^ba'  = 


a     b 
a      b' 


Pour  trois  équations  à  trois  inconnues 

ax  -^  by  -^  cz  =  K, 
a  X  -¥■  b'y  -\-  c' z  =  K\ 
a'x-^b\y'^c'z=  K\ 

on  écrira  de  même 

(3)      ab'if-^  hc'a'-h  ca'b'—  cb'a'—  ac  b' —  bu' c'  = 


abc 
a'  b'  c' 
a'     b'    cT 
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Parmi  les  monômes  qui  entrent  dans  le  déterminant  (i)  déve- 
loppé, on  distingue  celui  qui  sert  à  former  tous  les  autres  par  des 
échanges  de  lettres,  savoir  :  aV (f  ^  . . .,  A^'»^  On  lui  donne  le  nom 
de  terme  principal,  et  il  est  toujours  affecté  du  signe  -h.  Ainsi  aV 
et  ab'd'  sont  respectivement  les  termes  principaux  des  détermi- 
nants (2)  et  (3).  Des  diverses  propriétés  des  déterminants  qui 
découlent  immédiatement  de  leur  loi  de  formation,  nous  énon- 
cerons celles-ci,  qui  seront  utiles  plus  tard  : 

r*  L'expression  développée  du  déterminant  (i)  a  la  forme 

Aa-i-B6-4-Cc-i-...-4-HA, 

où  A,  B,  C,  . . .,  H  sont  des  quantités   indépendantes   de  a,  6, 

2"  Un  déterminant  s'évanouit  identiquement  lorsque  deux  lignes 
horizontales  ou  deux  colonnes  verticales  sont  composées  des  mêmes 
termes.  Ainsi,  par  exemple, 

abc 
=  ab  —  ab  =  o, 


a 
a 


b 
b' 


=  o, 


a     a 
a'    a' 


—  aa  —  aa  =  o, 


a  a  c 
a'  a'  c' 
a'     a'    c' 


3**  Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  remplace 
les  colonnes  verticales  par  les  lignes  horizontales,  de  manière  que 
le  terme  principal  reste  le  même.  Ainsi,  par  exemple, 

%     b  a     a! 

i'    b'     ^     b     b' 


=  ab'^  ba'. 


Les  deux  premières  de  ces  propositions  se  trouvent  démontrées 
dans  les  Traités  de  M.  Lefébure  de  Fourcy  et  de  M.  Briot;  nous 
laissons  comme  exercice  à  trouver  la  démonstration  de  la  troi- 
sième. Mais  une  autre,  qui  recevra  d'importantes  applications, 
nous  reste  à  établir;  et  nous  allons  d'abord  la  présenter  dans  le  cas 
le  plus  simple. 

Considérons  à  cet  effet  les  deux  fonctions  linéaires 

ax  -h  by, 
a'x-\-  b'y, 
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et  supposons  qu'on  y  remplace  x  et  y  par  ces  expressions* 
elles  deviendront  respectivement 


(a a  -i-b^)X-h(a%'  -+-6?') Y, 


ou,  pour  abréger, 


AX 
A'X 


BY, 
B  Y. 


Cela  posé,  je  dis  que  le  déterminant 


a     b 
a'    b' 


et 


A     B 

A'    B 


sera  égal  au 


produit  des  deux  déterminants 

La  vérification  se  fait  sans  difficulté,  dans  ce  cas  très  simple^ 
mais  on  peut  éviter  tout  calcul  en  raisonnant  comme  il  suit. 
Considérons  les  deux  équations 


(4) 


\  ax  -h  by  =  K, 

\  a  X  -\-  b' y  =  K'. 


h  et  de  la 


On  sait  qu'en  les  résolvant  on  trouvera,   pour  le   dénominateur 

a     b 
commun  des  valeurs  de  x  et  v,  le  déterminant       ,     ,, 

""  a      b 

même  manière,  relativement  aux  deux  autres  équations 

(5) 


j  AX  -^  BY   =  K, 
\   VX-hB'Y=  K', 


le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  X  et  Y  sera  le  détermi- 
nant •  Or,  on  peut  trouver  X  et  Y  par  les  équations 

>^=PX4-?'Y, 

quand  on  y  aura  mis,  au  lieu  de  x  et  y,  les  valeurs  fournies  parles 
équations  (4)*  Maintenant,  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'effectuer  ces 
calculs,  on  doit  voir  qu'en  raison  des  valeurs  fractionnaires  de  x 
et  yy  on  trouvera  pour  dénominateur  commun  de  X  et  Y  le  pro- 
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duit  des  déterminants  |     .     ..  I  et 


être  égal  au  déterminant 


a'    b'  [ 
A     B 
A'     B' 
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Ainsi  ce  produit  doit 


s        Qt 

qui,  d'après  les  équations  (5), 


représente  aussi  le  dénominateur  des  valeurs  de  X  et  Y. 

A  la  vérité,  cette  démonstration  n'est  pas  entièrement  rigou- 
reuse, mais  elle  met  immédiatement  sur  la  voie  du  théorème 
général  que  nous  allons  énoncer  en  prenant  pour  exemple  les  trois 

fonctions  linéaires  : 

ax  -h  by  -4-  c^, 

a'x  -+-  b'y  -H  c'z, 

a'x  -\-  b'y  -h  c"  z. 

Concevons  qu'on  y  mette,  au  lieu  de  x^  y,  5, 

ir=aX-+.a'YH-a'Z, 

z  =yX-+-y'Y-+-y'Z; 


elles  deviendront  respectivement 


(aa  -H  b^  - 
(a'a-4-67- 
(a'oL-hb'P- 


-CY)  X. 
.c'y)X- 
•o'y)X- 


ou,  pour  abréger. 


-  (  a  b'  h 

■(«'a' H 
•{a'%'-\ 

AX 
A'X 
A'X 


-b'^'  -4-eY')  Y-hiai'  - 
.6'3'-+-c'/)Y-+.(a'a'. 
•6'P'-+-c'Y')Y-4-(a'a'- 


■6p'^CY')Z, 
.6'P'-^c'y')Z, 
.6'?'+c'y')Z, 


BY 
B'Y 
B'Y 


CZ, 

G'Z, 
G'Z. 


Cela  posé,  on  aura  comme  précédemment  l'équation 


A  B 
A'  B' 
A'    B' 


C 
C 
C 


b 
b' 
b' 


3     ?'     p' 
Y     Y'     / 


La  démonstration  complète  se  déduit  de  la  loi  même  de  formation 
des  déterminants  ;  mais,  comme  elle  offre  peu  d'intérêt  par  elle- 
même,  nous  l'omettrons,  en  insistant  néanmoins  sur  la  nécessite 
de  bien  se  pénétrer  du  théorème  qui  va  bientôt  trouver  d'impor- 
tantes applications. 


ii/'»  •m.twmïï,*  »e  cbable«  ■siaiTE. 


II.   -  De  l'iirranaat  das  polyiicMM  hnwnfcftmw  da  lacond  degré 
et  du  polyBCBM  e^joisL 


^>fi   nommf:   polynômes  homogènes   du    second   degré    des 
0:%\9rHh%iou%  telles  que 

Axs— aBxr  — Cr«. 
Ajr«—  A'^—  A'^*—  '^  B^5  -r-  Q  B  «  —  ti B':r^,     . . .; 

<:e  4ont  ces  expressions  dont  nous  allons  étudier  les  propriétés,  en 
considérant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit.  les  cas  particuliers  les 
plus  simples,  et  laissant  aux  élèves  à  généraliser  les  énoncés  et  les 
démonstrations. 

La  première  que  nous  allons  considérer  dans  le  cas  du  polynôme 
à  deux  Indéterminées  seulement 

Ax*  H-  a  hxy  -h  C^>, 

consisU;  en  ce  que,  si  Ton  y  remplace  x  e\y  par  ces  formules 

X  =  a\  -h  6  Y, 
y  =  a'\-hb'\, 

il  Hc  transformera  en  un  polynôme  qui  est  encore  homogène  et  du 
second  degré  par  rapport  aux  nouvelles  indéterminées  X  et  Y. 
(iC  polynôme  sera  ainsi  de  la  forme 

XX«-+-2ill>XY-heY«, 
les  corflicients  a^ant  ces  valeurs  : 

,1  =  Aa«  H-viBaa'-+-Ca'«, 

i«>  =  \ab  -t-  \\{ab'  -»-  6rt') -h  Ga'6', 

C  =  A6«  ^iWbb'  -^Qb'^, 

(aïtto  propriété  trt's  simple  conduit  naturellement  à  se  proposer  la 
question  suivante  : 

Ktunt  donnés  deux  polynômes  quelconques,  tels  que 

\x^  -i-  >\\xy    -  C.v*. 
.W-:  iiiSXY-.  €Y«. 
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€st-ll  toujours  possible  de  déduire  le  second  du  premier  en  y  fai- 
sant une  substitution  de  la  forme 

v=a'XH-^»'Y? 

Le  problème  admet-il  un  nombre  fini  ou  infini  de  solutions; 
est-il  résoluble  en  prenant  pour  les  coefficients  de  la  substitution 
des  quantités  réelles,  les  coefficients  des  polynômes  donnés  étant 
eux-mêmes  supposés  réels? 

Notre  principal  objet  dans  celte  Note  sera  d'établir  quelques- 
uns  des  principes  qui  servent  à  résoudre  ces  questions  et  de  mon- 
trer comment  ils  s'appliquent  à  la  Géométrie  et  à  l'Algèbre; 
faisons  aussi  observer  en  passant  qu'une  branche  étendue  des 
Mathématiques,  l'Arithmétique  supérieure,  trouve  également  son 
point  de  départ  dans  la  comparaison  des  polynômes  homogènes  du 
second  degré,  lorsqu'on  suppose  que  les  coefficients  des  polynômes 
et  ceux  des  substitutions  sont  des  nombres  entiers. 

Nous  commencerons  par  établir'  qu'un  polynôme  du  second 
degré  à  n  indéterminées  est  toujours  réductible  à  la  somme 
de  n  carrés  de  fonctions  linéaires  de  ces  indéterminées.  Observons 
pour  cela  qu'en  ordonnant  ce  polynôme  par  rapport  à  l'une  des 
indéterminées  que  nous  nommerons  x  pour  fixer  les  idées,  il 
prendra  la  forme  suivante  : 

Aj7*-4-  iBx  -h  C, 

B  étant  une  fonction  linéaire,  et  C  une  fonction  homogène  du 
second  degré  des  n  —  i  indéterminées  restantes.  Or,  on  peut 
écrire 

Xx^-^-'xBt-^C=  l(Aa7-4-B)«-H  ^(AC  — B«), 

et  mettre  ainsi  en  évidence,  d'une  part  le  carré  de  la  fonction 
linéaire  Aar-h  B,  et  de  l'autre  un  polynôme  homogène  k  n  —  i  indé- 
terminées, AC  —  B*,  multiplié  par  la  constante-*  Cela  posé,  on 

opérera  sur  ce  nouveau  polynôme,  comme  sur  le  proposé,  et  on  le 
décomposera  encore  en  deux  parties,  à  savoir  :  le  carré  d'une 
fonction  linéaire  et  un  polynôme  à  /i  —  2  indéterminées.  Conti- 
nuant donc  de  proche  en  proche  les  mêmes  opérations,  il  est  clair 
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qu'on  parviendra  à  la  réduction  annoncée  quand  on  aura  épuisé 
toutes  les  indéterminées.  Par  exemple,  soit  le  polynôme 

on  écrira  successivement 

/=  a7*-+-2ar(^-i-z)-4-  7.y^-\-  \yz  -h  -5*  =  {^x  -^ y  -+-  -«)*-+- j'* -h  iLyz^ 

et  il  viendra 

/=  (x-hy  -^-  z)^-h(y-hz)^^  z^. 

Plus  tard,  cette  réduction  sera  étudiée  attentivement;  actuelle- 
ment, nous  nous  bornons  à  remarquer  qu'elle  peut  s'effectuer  de 
plusieurs  manières,  en  commençant  chaque  opération  par  l'une 
ou  par  l'autre  des  indéterminées,  et  que,  pour  arriver  effective- 
ment à  une  somme  de  carrés,  de  fonctions  linéaires,  il  peut  être 
nécessaire  d'introduire  des  quantités  imaginaires  dans  les  coeffi- 
cients de  ces  fonctions.  Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  il  faudrait 
écrire 

/=(x-i-y-r-z)^-^-(y^  z)^^{z)/^y. 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  sans  insister  sur  d'autres  particularités,  nous 
allons,  comme  il  suit,  en  tirer  la  notion  de  V invariant. 
Considérons  le  cas  le  plus  simple  du  polynôme 

\x^-{-  iBxy  -\-  Cy^y 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

Ax^-+-  iBxy  -h  G^*  =  (ax-h  ùy^-^ia'x-^  à'y)*. 

Cette  équation  ne  suffira  pas  pour  déterminer  les  quatre  quan- 
tités a,  6,  a',  b';   mais  il  est  très  facile  de  trouver,  en  fonction 

a     b 

a'     b' 


de  A,  B,  C,  le  déterminant 


En  effet,  soient  pour  un  instant 

\  X=zax  -^byy 
^'^  \  Y^a'x-^b'y, 

de  sorte  que  l'on  ait 

Xx*-^  2  \ixy  -+-  Cy^  =  X*-4-  Y«. 
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En  prenant  successivement  les  dérivées  des  deux  membres  de 
cette  équation  par  rapport  k  x  et  y^  et  divisant  par  2,  il  viendra 

Ax-+-B>^  =  aX-^a'Y, 
Bx-^Cy=zbX-^b'Y. 

Or,  X  et  Y  ayant  les  valeurs  définies  par  les  équations  (i),  on 
pourra  égaler  les  déterminants  relatifs  aux  fonctions  linéaires 

A  X  -h  By, 

hx  ■+-  Cy 
et 

aX-4-a'Y, 

bX-i-b'Y; 

mais,  d'après  un  théorème  établi  au  paragraphe  I,  le  second  de 
ces  déterminants  sera  égal  au  produit 


a    a 
b     b' 


a     b 
a'    b' 


ou  même  à 


b 
b' 


;  car,  d'après  une  proposition  énoncée  au  pa- 
ragraphe I,  un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  met 
les  lignes  horizontales  à  la  place  des  colonnes  verticales.  Nous  en 
conclurons  la  relation  à  laquelle  nous  voulions  parvenir,  savoir  : 


A     B 

B    C 


a      b 
a'    b' 


Or,  la  fonction  des  coefficients  du  polynôme  S.x^  •+-  i^xy-^Cy^y 
à  laquelle  nous  sommes  ainsi  conduits, 

•|  A     B 


B     C 


=  AG-B«, 


est  ce  qu'on  appelle  V invariant  de  ce  polynôme.  Cette  dénomina- 
tion, proposée  par  M.  Sylvester,  célèbre  géomètre  anglais,  se  trouve 
justifiée  par  le  théorème  suivant  : 

Soit 

la  transformée  du  polynôme  proposé  par  la  substitution 

j*  =  a  X  -h  a'  Y, 

K  =  3X^-P'Y; 
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je  dis  qu'on  aura 


A     B 

B     G 


p  p'  r 


c'est-à-dire  que  l' invariant  se  reproduira  dans  toute  trans- 
formée^ multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitu- 
tion. 

En  effet,   effectuons  la  substitution  considérée  dans  les  deux 
membres  de  Téquation  identique 

et  posons,  pour  abréger, 

a(aX-^a'Y)-h6(pXH-?'Y)  =  />X-f-^  Y, 
a'(aX-+-a'Y)H-6'(pX-+-P'Y)  =  />'X-+-^'Y, 

on  en  déduira 

JUX»-h  ailbXY -4- eY«=(//X -4- ^Y>«-H(/>'X-r  ç'Y)«, 
et,  par  suite. 


P     9 
P     9' 


Mais,  diaprés  le  théorème  sur  la  multiplication  des  déterminants, 
on  a 


P     9 
P'    i 


a     h 
a'     b' 


X 


a     a' 


et  il  en  résulte  immédiatement,  après  avoir  élevé  les  deux  membres 
au  carré,  la  relation  qu'il  s'agissait  d'établir 


X      Db 

A     B 

X 

a     a' 

Ub     8 

B     G 

?     P' 

Avant  d'aller  plus  loin,  donnons  encore  l'énoncé  des  théorèmes 
analogues  pour  les  polynômes  à  trois  indéterminées,  afin  de  rendre 
plus  facile  la  recherche  des  énoncés  les  plus  généraux. 

Soit,  à  cet  effet, 

/=  Aj-*-!-  A'7*-h  A' ««-4-  xWyz  h- 2  B'^or -h  aB'ar^, 
ce  qu'on  nommera  l'invariant,  sera  le  déterminant  relatif  aux  trois 
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fonctions  linéaires 


-/i=  AarH-B>-hB'z, 


-/;.=  B'x-¥-X  y-h  B  z, 


-/;=B'x-+-By^X'z; 


c'est-à-dire 


(î) 


A  B'  B' 
B'  A'  B 
B'     B     A' 


=  AA'A'-4-  2BB'B'—  AB«—  A'B'»—  A'B'*, 


et  l'on  aura  le  théorème  suivant  : 

Soit 

XX«-+-  <.V  Y«-h  =VZ«-h  -1  ilîi  YZ  -f-  i  \IJ>'ZX  -4-  2  ilb'XY 

la  transformée  déduite  de  f  par  la  substitution 

a:  =  aX-4-(x'Y-f-a'Z, 
>^  =  ?X^P'Y-+-p'Z, 
4!  =  yX-+-y'Y-+-y'Z, 

l'invariant  de  cette  transformée  sera  égal  à  V invariant  de  /, 
multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substitution. 


Ainsi  on  aura 

clU        l)b' 

ilb' 

A 

B'' 

B' 

a     cl'     ol" 

i)b'    X 

Db 

= 

B' 

A' 

B 

X 

P  ?'  r 

Ub'     Db 

X' 

B' 

B 

A' 

Y    Y'    Y' 

Les  applications  que  nous  ferons  plus  tard  de  ces  théorèmes  en 
montreront  toute  l'importance,  mais  dès  à  présent  nous  allons  en 
faire  voir  l'usage,  en  nous  proposant  de  calculer  l'invariant  de  cette 
forme  particulière 

Au  lieu  d'appliquer  la  formule  (a),  après  avoir  développé  le 
carré  de  ax -f- ^j^-H  y^,  pour  mettre  en  évidence  les  coefficients 
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des  carrés  et  des  rectangles  des  variables,  on  fera 

ar  =  X, 
^  =  Y, 

ax  -+■  ^y  -f-  Y*  =  Z; 

d'od  résultera  celte  conséquence,  que  le  polynôme  proposé  est  la 
transformée  de 

(3)  AX«-+--2BXY-hGY«H-Z«, 

par  la   substitution  précédente,   dont  le   déterminant  se   réduit, 
comme  on  le  reconnaît  aisément,  à  y. 

LMnvariant  cherché  sera  donc  celui  du  polynôme  (3)  multiplié 
par  Y*î  c'est-à-dire,  en  appliquant  la  formule  (a),  égal  à 

Y«(AC  — B»). 

La  notion  d'invariant  bien  comprise,  passons  à  celle  du  polynôme 
adjoint,  qu'il  importe  également  d'établir. 

Pour  cela,  nous  considérerons  encore  le  cas  le  plus  simple  des 
polynômes  à  deux  indéterminées,  /:=  Aj:*-f- aBx/ -[- Cj^*,  et 
nous  rappellerons  en  premier  lieu  le  théorème  bien  connu  qui  est 
exprimé  par  cette  relation 

Cela  posé,  cherchons  ce  que  devient  /,  quand  on  y  remplace  x 
et  y  par  les  indéterminées  Xq  et^o,  liées  aux  précédentes  par  les 
relations 

B'n  nommant  cp  le  résultat  cherché,  qui  sera  un  nouveau  poly- 
nôme du  second  degré,  aux  indéterminées  Xq  et  yo^  on  aura  ces 
Irois  équations, 

<p  =  xxo-hyyo, 

entre  lesquelles  il  s'agit  d'éliminer  x  eiy.  Pour  cela,  multiplions 
membre  à  membre  successivement  la  première  et  la  troisième,  la 
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seconde  et  la  troisième,  il  viendra  ainsi 

-  ?/v  =  xoi^^o  -^  rro  )  ; 

équations  homogènes  et  du  premier  degré  en  x  et  y. 

Le  résultat  de  l'élimination  de  ces  deux  indéterminées  s'ob- 
tiendra donc  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  relatif  aux  deux 
fonctions  linéaires 

-  ?/r  —  ^0  ( a:Xo -h ^ Vo  ), 

de  sorte  que  rs  sera  déterminé  par  cette  équation  : 

9B  — Xo^o    ?^— rJ      I  ~" 

Dans  un  instant  il  sera  prouvé  que  ce  déterminant  contient  le 
facteurs.  Ainsi  l'on  arrive  bien,  après  la  suppression  de  ce  facteur, 
à  une  équation  linéaire;  maiscequ*il  importe  tout  d'abord  de  bien 
saisir,  ce  sont  les  propriétés  du  polynôme  en  Xq  et  yo^  déterminé 
par  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir. 

Observons  à  cet  effet  qu'en  posant 

on  aura 

Le  déterminant  ci-dessus  n'est  donc  autre  chose  que  l'invariant 
de  '},  considéré  comme  fonction  de  x  et  y.  D'après  cela,  faisons 
dans  ce  polynôme  la  substitution  quelconque 
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et  supposons  alors  que  le  polynôme /devienne 
XX«-h2\)bXY-^aY«, 

il  en  résultera  pour  le  polynôme  ^  cette  nouvelle  forme 

V  =  ïp(XX«H-aUbXY-4-eX«)-[(aa:o-l-pa7o)X-h((x'aroH-P>o)Y]«. 

Cela  posé,  formons  l'invariant  de  ^  et  égalons-le  à  zéro;  on 
reproduira  ainsi  Téquationdont  dépend  la  quantités,  car  ces  deux 
invariants  sont  égaux,  à  un  facteur  près;  de  là  résulte  ce  théorème  : 

Le  polynôme  ç  reste  ins^ariable,  si  l'on  y  remplace  les  coef- 
ficients A,  B,  C,  qui  y  entrent,  respectivement  par  X^  ilS>,  ©, 
pourvu  qu^au  lieu  des  indéterminées  Xqj  yo  on  mette  en  même 

temps 

axoH-Paro     et     a  a-Q-h  P'^o- 

Revenons  maintenant  au  déterminant 

©B  — aro^o     ?C--^Î 

pour  établir,  comme  nous  Tavons  annoncé,  qu'il  contient  ^  en 
facteur.  A  cet  effet,  considérons  le  polynôme  suivant  à  trois  indé- 
terminées 

y   =^H-(jrj-0-^-Xro-H5<p)*, 

qu'on  trouvera  aisément,  en  substituant  la  valeur  de  «i,  se  réduire  à 

Il  résulte  d*une  remarque  faite  plus  haut,  que  Tinvariant  de  ce 
polynôme  y,  c'est-à-dire  le  déterminant  relatif  au  système  des 
trois  fonctions  linéaires 


^  Xjf'     ^  7-> 


;xki 


est  égal  au  produit  de  9^  multiplié  par  Tinvariant  du  polynôme  'l. 
En  développant  les  expressions  des  trois  dérivées,  on  parvient  ainsi 
à  la  relation 


çA     çB     <pTo 

OB        9C        55.10 


çA  -  jrj         zB  -  Xo>> 
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et,  par  suite,  à  celle-ci,  après  avoir  divisé  par  ç*, 
A      B     aro 
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B      C     ^0 


çA  — jrj  çB  — jToro 


Cette  transformation  de  déterminants  nous  montre  que  le  terme 
indépendant  de  9,  dans  Téquation 


?B  — aro^o 


=  G, 


I    9B  — J7o^o       ?C— J'î 

doit  disparaître  de  lui-même.  Cela  posé,  soit  pour  un  instant 

=  e(A,  B,C); 


A.  B 

B,  G 


cette  équation  pourra  s'écrire 

e(ïpA— j:J,®B— a^o^o,  ?G— 7Î)=o, 
et  Ton  tirera,  en  développant, 

^»e(A,B,C)— <p|e;a:î-i-eUoro-Hei^5j  =  o; 

d^où  enfin 


?  = 


0A3^î-H0B3?o.ro-t-ftcr; 
e(A,  B,  G) 


C'est  là  le  résultat  définitif  auquel  nous  voulions  parvenir;  et  le 
polynôme  en  Xq  et  y^  qui  se  présente  comme  numérateur  de  f 
est  ce  que  nous  nommerons  avec  Gauss  le  polynôme  adjoint  de 
Ax^-\- 2Bxy -\-Cy^.  Maintenant  il  ne  nous  reste  plus,  pour  ter- 
miner ce  sujet,  qu'à  donner  quelques  indications  propres  à  faciliter 
aux  élèves  l'extension  au  cas  général  des  raisonnements  et  des 
calculs  précédents. 

Soit,  par  exemple,  le  polynôme  à  trois  indéterminées 

/=  Aar^H-  A'^^-h  Vz^-h  2Byz  •+-  iB'zx  -+-  ^B'xjr. 
En  prenant  pour  point  de  départ  la  relation 

il  s'agira  de  trouver  ce  qu'il  devient  en  substituant  k  x^  y,  z  les 
H.  -  II.  29 
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imiéterminées  nouvelles 


•=-/x,  yo=-fy.  ^0=-/.. 


Nommons  <p  le  résultat  cherché  ;  on  sera  conduit  aux  quatre  équa- 
tions 

desquelles  on  déduira  d'abord 


-  ?/Jr  =  ^0  (  J^^o -^- ^:>'o - 


5«o)i 


;  ?/>  =  ^0  (  a:.ro  H- ^7o -+- 55o  ). 

On  observera  ensuite  qu'en  posant 
elles  deviennent  simplement 


;'^==°' 


et  Ton  en  conclura  que  Téquation  pour  déterminer  o  s'obtiendra 
en  égalant  à  zéro  l'invariant  du  polynôme  •}.  D'ailleurs  cet  inva- 
riant, à  savoir 

<pB"— ToV       ?V— ^J  <pB  —  ^0-50 

9  B' —  J*o3o       ?B  —  )'o-5o       ?A' — -sj 

sera  susceptible  de  la  transformation  exprimée  par  l'équation  sui- 
vante 


\  B*  B'  xo 
B'  A'  B  Y^ 
B      B     A'     5o 


o  A  —  xj  ç  B"—  Xo  Vo     ç B'  —  5oXft 

o  B'  —  Xo  Vo     ç  A  —  V J  ^  B  —  »\»  5o 

©B*  —  5oJ*«     r^  "-*'•'*•     r-^''~''î 
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à  laquelle  on  parviendra  en  cherchant  rinvariant  du  polynôme  à 
quatre  indéterminées 

X  =  i^H-Ca-Xo-h  K^o-t-s«o-»-«pa)«. 
Les  choses  ainsi  préparées,  en  posant 


A  B*  B' 
B''  A'  B 
B'     B    A' 


=  e(A,A\A',  B,  B',  B''), 


on  donnera  à  Téquation  en  '^  la  forme  suivante 

6((pA  — arj,  oX'—yl,  <pA'— zîS,  ?B  — ^o^o,  ?B'— a-o«o*  ©  B' —  aroj'o  )  =  o. 

Or,  dans  cette  équation,  les  termes  o'  et  cp*^  existeront  seuls,  et, 
après  avoir  développé,  on  en  tirera 

"?"  e(A,A',  A^B,  B,  B") 

Cela  posé,  le  numérateur  de  cette  expression  sera  le  polynôme 
adjoint  de/,  et  o  lui-même  donnera  lieu  au  théorème  suivant  : 

Supposons  qu'en  faisant  la  substitution 

j:  =  aX-ha'Y-ha'Z, 
^=pX-Hp'Y-hP'Z, 
i;  =  YX^rY-^T'Z, 

/se  change  en 

F  =  ^t.X*  -H  vU' Y«-h  vU'Z»-!-  2  1IK  YZ  -h  a  \\WZ\  -h  a  Ub'XY, 

©  restera  invariable,  si  l'on  y  remplace  les  coefficients  de  f  par 
ceux  de  F,  et  qu'on  y  mette  en  même  temps,  au  lieu  de  x^^y^^ 
Zq,  les  fondions  linéaires 

En  terminant,  nous  remarquerons  que  la  forme  explicite  du 
polynôme  adjoint  de 

Aa:*  H-  9.  B  ay'  -h  Cy* 

est 

CxJ  — 2Bjr„^o-+- A^J, 
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et  que  la  forme  explicita  du  poljnome  adjoint  de 

Aa:«-h  A'^«H-  \' z^ -h  2Byz  -h  iB' zx  -h  iB' xjr 
est 

(A'A'-B«)a:J-h(A'A-B'«)^î-h(AA'— B'«)z5 

-h2(B'B'— AB)^o-«oH-2(B''B  — A'B')«oa?o-H2(BB'— A'B')a7oj^o. 

Elles  nous  seront  utiles  dans  les  questions  suivantes. 


III.  —  Applications  à  la  géométrie  analytique. 

La  recherche  des  axes  principaux  dans  les  courbes  du  second 
degré  dépend  de  ce  problème. 
Étant  proposé  le  polynôme 

/=  AXîh-2BXYh-CY«, 

déterminer  les  coejjlcients  de  la  substitution 

(   J7  =  a  X  -+-  a'  Y, 
^'^  i^=pX-^p'Y, 

et  les  quantités  s,  e',  de  manière  qui  on  ait  identiquement 

(2)  A  Xî  -+-  2  B  XY  -h  G  Y«  =  e jr»-h  e>* 
et 

(3)  X«-+-Y»=ar«-+-^«. 

Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  trouver  les  valeurs  de  six  quantités 
inconnues,  e  et  e'  d'une  part,  et  de  l'autre  les  coefficients  de  la 
substitution;  et  pour  cela  on  a,  en  effet,  six  équations  qui  résultent 
de  l'identification  des  termes  semblables  dans  les  relations  (2) 
et  (3).  Mais  nous  éviterons  comme  il  suit  la  considération  de  ce 
système  compliqué  d'équations. 

Désignons  par  \  une  quantité  indéterminée;  on  aura 

(4)  /•-X(X«-hY«)  =  (e-X)ar«-h(e'-X)^t. 

Cela  fait,  cherchons  l'invariant  du  second  membre. 

L'invariant  du  polynôme  (e  —  X)x^-}-(e' — ^)y^>  en  y  con- 
sidérant X  e.\.  y  comme  les   indéterminées   indépendantes,    sera 
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(e  —  î^)(e' —  î^)  ;  donc,  si  Ton  fait  la  substitution  (i),  l'invariant  du 
polynôme  transformé  sera 

a     OL 

P     P' 


(e-X)(6'-X)x 


Maintenant,  si  on  l'égale  à  celui  du  premier  membre,  on  arrivera 
à  la  relation 


A-X        B 
B        C—X 


=  (e  — X)(e'— X)x 


a     a' 


Or^  il  en  résulte  immédiatement  que  les  deux  quantités  e  et  e' 
sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  X 


A  — X        B 
B        C-X 


=  (A-X)(C  — X)— B«=o. 


Une  autre  conséquence  à  remarquer,  c'est  que,  le  coefficient  de  X* 
dans  le  premier  membre  étant  l'unité,  on  a 

Pour  achever  la  solution,  en  regardant  e  et  e'  comme  connus,  on 
fera  successivement,  dans  l'équation  (4),  X  =  e,  X  =  e',  et  l'on  en 
déduira  les  valeurs  de  x'^  et^^,  de  sorte  que  les  fonctions  linéaires 
aX-ha'Y,  pX-hP'Y  peuvent  dès  lors  être  regardées  comme 
complètement  déterminées. 

Passons  à  la  question  analogue  pour  les  surfaces  du  second 
ordre. 

Le  problème  est  alors  : 

Étant  proposé  un  polynôme  à  trois  indéterminées 

/=  AX«-t-A'Y*-+-A'Z«H-2BYZH-2B'ZX-hïB'XY, 

déterminer  les  coefficients  de  la  substitution 


(5; 


i   a7-aX-ha'Y-+-a'Z, 

)r  =  px^p'Y4-p'z, 

(   z  =  YX-f-Y'Y-hY'Z, 
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et  les  quantités  e,  e',  e*^,  de  manière  qu*on  ait  identiquement 

Soit,  comme  précédemment,  X  une  indéterminée,  et  déduisons 
de  ces  deux  relations  la  suivante 

(6)         /•— X(X«-+-Yî-^Z«)  =  (e  — X)j7«-+-(e'— X)7«-h(e'— X)^«. 

Nous  commencerons  encore  par  chercher  ^invariant  du  second 
membre.  Observons,  à  cet  effet,  qu'en  considérant  x,  y^  z  comme 
les  indéterminées  indépendantes,  l'invariant  du  polynôme 


est  simplement 


(e  —  X)a'»-^(e'— X)7«-h(e'~  X)z* 


(e-X)(e'-X)(£'-X); 


d'où  il  résulte  qu'en  faisant   la   substitution  (5),  l'invariant    du 
polynôme  transformé  sera 

(e_X)(e'-X)(e'-X)x      p     p'     p' 

Maintenant,  si  on  l'égale  à  celui  du  premier  membre,  on  arrivera 
à  la  relation 


A  — X        B'  B' 

B'       A'-X         B 
B'  B        A'-X 


=  (e  — X)(V— X)(£'— X)x 


a     a'     a" 
ï    Y'     f 


Ainsi,   les   quantités   £,   s',    e"   sont  les  racines  de   l'équation   du 
troisième  degré  en  X 

A  -  X        B'  B' 

B'        A— X         B 

B'  B         A'-X 

=  (A— X)(A'— X)(A''— X) 

-f-aBB'B'-(A  — X)B*  — (A'  — X)B'«  — (A'— X)B'*=o, 


et  l'on  obtient  encore,  comme  précédemment,  cette  conséquence 
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que  le  carré  du  déterminant 

axa 

p  p'  P' 
r  i   -r 

a  pour  valeur  Tunité,  de  sorte  que  Tinvariant  du  second  membre 
de  la  relation  (6)  se  réduit  à 

(e_X)(e'— X)(e'—  X). 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  coefficients  de  la  substitution  (5), 
c'est  à  quoi  nous  parviendrons  en  égalant  les  polynômes  adjoints 
des  deux  membres  de  la  relation  (6).  Mais  nous  avons  d'abord  une 
observation  importante  à  faire.  De  l'identité 

résultent  les  six  relations  suivantes 


/    a*  -f-  p*  -+-  Y*  =  I , 
(7)  ^  a'i-Hp'«-4-Y'»  =  «. 


a'a''-4-p'3'-hY'T'=o, 
a'a  ^P'P-+-y'y  =o, 
aa'   -H  PP'  -h  yy'   =  ®* 


Or  il  s'ensuit,  qu'étant  proposé  le  système  d'équations 


(8) 

on  en  lire 


(    ï'm  -h  P'i'  -H  y'w  =  5o, 

M  =  a  J^o  -I-  a'  Vo  -h  «•  5o. 
tv  =  Y^o^-7>l•-^-ï'^o. 


Substituons,  en  effet,  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées,  on 
les  trouvera  immédiatement  identiques,  en  vertu  des  relations  (7). 
En  nous  bornant,  par  exemple^  à  faire  la  substitution  dans  la 
première  équation 

ata-r-  !^v  -h^iv  =  a^o, 

on  trouvera  pour  le  premier  membre 
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OU  bien 

a'o(a«-Hp«-f-Y')H-^o(aa'H-p?'H-YY')-hZo(a'aH-P'p-hT'T), 

ce  qui  se  réduit  bien  à  Xq. 

Cette  remarque  faite,  passons  à  la  recherche  du  poljnome 
adjoint  du  second  membre  de  la  relation  (6).  Pour  cela  nous 
aurons  à  eflTectuer  la  substitution  suivante 

|a(e  — X)a?-+-P(6'— X)j^-l-Y  (e'—  X;z  =  a:©, 
a^(e-X)a:-4-p-(e'-X)j^-hY^(c''-X)z=  «0, 

dont  les  premiers  membres  sont  les  moitiés  des  dérivées  du  poly- 
nôme (e  —  X)j7^-|-(e' — ^)^*-h(e*' — ^)2^  prises  par  rapport  aux 
indéterminées  indépendantes  X,  Y,  Z.  Et,  comme  nous  avons  re- 
marqué que  rinvariantde  ce  polynôme  est  (e — À)(e'  —  ^)(e"'  —  ^)? 
*  en  nommant  ^  le  résultat  de  la  substitution  précédente,  le  poly- 
nôme adjoint  sera,  d'après  la  définition  même,  égal  à 

cpx(e-X)(€'-X)(e'-X). 

Or,  en  représentant  pour  un  instant  par  e/,  Vj  w  les  quantités 
(e  —  X)j:,  (e'  —  X)j^,  (£* — X)^,  les  équations  (9)  coïncideront  avec 
les  équations  (8),  ainsi,  d'après  la  résolution  qui  a  été  effectuée  de 
ces  dernières,  nous  trouverons 

u  =(€  —\)x=  olxq-^  ol'jtq -i-  a  «Oî 

tv=(e'— X)  z  =  Y^o-+-T>o-^ï''«o. 
Il  en  résulte  pour  la  transformée  en  x^t  yot  ^0  ^"  polynôme 

(e  — X).r«-+-(e'— X}^«-+-(e'— X)^«, 
l'expression 

et  Ton  voit  qu'en  mettant  X,  Y,  Z  au  lieu  de  x^^  y^.,  ^q,  on  pourra 
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écrire  simplement 

T^  v«  z* 

9    =     T     -+-     -T 5-     -i-     -i r-J 

^       e  — X        E  — A        e'— X 

d'où  suit,  pour  le  polynôme  adjoint  du  second  membre  de  Téqua- 
tion  (6),  l'expression 

ç  x(e  — X)(e'— X)(e'— X)=      (e'— X)u'  — X)x« 

'        *  -H(ê'— X)f£  — X)^«-f-^E  —  X)(e'— X>5«. 

Cela  posé,  faisons  successivement 

X  =  E, 

X  =  e', 

X  =  E', 

dans  le  polynôme  adjoint  du  premier  membre  de  Féquation  (6), 
savoir/ — â(X--1- Y'^-f- Z=*),  on  trouvera  qu'il  se  réduit  : 

Dans  le  premier  cas  à  (e'  —  e)  (e" —  e)^'i 
Dans  le  deuxième  cas  à  (e" —  e')(e  —  ^')y^j 
Dans  le  troisième  cas  à  (e  —  e'')(e' —  6")^^, 

de  sorte  que  les  carrés  des  trois  fonctions  linéaires  qui  nous 
restaient  à  déterminer  étant  connus  par  les  seules  quantités  e,  e', 
€*,  ces  fonctions  elles-mêmes  et  les  coefficients  de  la  substitu- 
tion (5)  sont  complètement  déterminés. 

L'analyse  que  nous  venons  d'employer  s'étend  d'elle-même  au 
cas  d'un  polynôme  à  un  nombre  quelconque  d'indéterminées,  et 
nous  pensons  n'avoir  besoin  de  rien  ajouter  pour  que  les  élèves 
puissent  faire  eux-mêmes  cette  généralisation.  Mais  il  nous  reste 
à  démontrer  que  toutes  les  quantités  dont  nous  avons  donné  la 
détermination  ont  des  valeurs  toujours  réelles. 

Rien  n'est  plus  facile  pour  le  cas  des  polynômes  à  deux  indéter- 
minées 

/=  AX«H-2BXY-hCY«. 

En  eflet,  nous  avons  trouvé  sous  la  forme  suivante  l'équation 

en  À,  savoir 

(A  — X)(G-X)— B»  =  o; 

et  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  A  >  G,  on  voit  immédiate- 
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ment  qu'en  substituant  dans  le  premier  membre  les  valeurs 

-f-  00,        A,        C,        00, 

il  prendra  les  signes 

L'équation  proposée  a  donc  deux  racines  réelles  :  l'une  plus 
grande  que  A,  l'autre  plus  petite  que  C,  et  nous  pourrons  supposer 
que  la  première  soit  e  et  la  seconde  e'.  Cela  posé,  les  valeurs 
obtenues  pour  les  carrés  x'^  et  y"^  donnent,  en  y  faisant,  par 
exemple,  Y  =  o,  les  équations  suivantes 

^.  _  A  -  £^  Q,_  g  — A 


et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  reconnaît  qu'elles  sont 
positives;  donc  a  et  p  sont  réels,  et  il  en  serait  de  même  pour  a' 
et  jâ'. 

Abordons  maintenant  la  même  question  dans  le  cas  plus  difficile 
des  polynômes  à  trois  variables. 

Afin  d'indiquer  complètement  tout  ce  qu'il  est  nécessaire  de 
connaître  pour  étendre  au  cas  général  la  méthode  que  nous  allons 
suivre,  nous  démontrerons  d'abord  ce  lemme,  qui  est  important  en 
lui-même  : 

Lorsque  Uinvaviant  d^un  polynôme  homogène  du  second 
degré  se  réduit  à  zéro,  le  polynôme  adjoint  est  un  carré  par- 
fait. 

Considérons,  par  exemple,  les  polynômes  à  trois  variables 
/•=  AX«-h  A  Yt-f-  A'Z«-f-  A B  YZ  H-  2 B'ZX  -i-  -x B'XY, 

et  prenons,  mais  sans  supposer  les  coefficients  réels,  la  substitution 
que  nous  avons  précédemment  déterminée  : 

a:  =  a  X  -+-  a'  Y  -h  «*  Z, 
^  =  ?X-+-P'Y  +  p'Z, 
«  =  yX-+-y'Y-+-y'Z, 

de  telle  sorte  qu'on  ait 

X«-hY«-f-Z«=    a:«-h    y^-^z^. 
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Nous  avons  trouvé,  quelle  que  soitrindëterniinée  X,  le  polvnome 
adjoint  de 

égal  à 


donc,  supposant  a  =  o  et  désignant  par  F  le  polynôme  adjoint 
de/i  on  voit  que  la  substitution  ci-dessus  donnera  en  niéine  temps 

f  =i  e  JT*  -4-  e'^'  -r-  e'  »«, 

Cela  posé,   si   l'invariant  de  f  est  nul,  Téquation  qui  a  pour 
racines  s,  s',  e",  savoir 


A  —  X        B'  B' 

B'       A— X         B 
B'  B         A'—  X 


=  o. 


sera  \érifîée  pour  a  =  o,  de  sorte  que  Tune  de  ses  racines  s'éva- 
nouira. Or  on  voit  qu'alors  des  trois  carrés  dont  se  compose  F  un 
seul  subsistera,  ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée. 
Observons  que  dans  le  cas  du  polynôme  à  deux  variables 

/=  Ax«-i-  aBa-v  -H  C^'«, 

celte  proposition  serait  évidente,  car  le  polynôme  adjoint  étant 
alors  Ky^ — ^Bj:)' -f- Cr^  est  un  carré  •(parfait  en  même  temps 
que/",  lorsque  rin\ariant  AC  —  B-  est  nul.  Ce  seul  cas  nous  suffira 
même  pour  ce  qui  va  suivre,  comme  on  va  voir. 

Mettons  Téquation  en  A,  en  employant  la  valeur  développée  du 
déterminant  sous  cette  forme 


(lO) 


(  (A'~X)[(A-àmA'-X.— B'»] 

/       -  [(  A  —  X  .Bî  —  2  B'  BB -+-r  A' -  X  ) B'* J  =  o, 


et  considérons  Téquation  du  second  degré 
^11)  (A  — X)(A'— X)-  B''«  =  o. 

On  a  établi  tout  à  l'heure  la  réalité  de  ses  racines,  et  l'on  a 
démontré  qu'en  su|>posant,  par  exemple,  \  >•  V  Tune  d'elles  r^ 
était  plus  grande  que  A,  et  l'autre  r/  plus  petite  que  A'.  Cela  posé, 
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substtluoas  dans  le  premier  membre  de  Tëquatioii  les  valeurs 


36, 


les  signes  correspondants  aux  valeurs  extrêmes  seront  — ^  et  -l-ao, 
et  nous  allons  prouver  que  pour  A  ^^  y\  il  est  positif,  et  pour  X^r/, 
négatif.  Dans  ces  deux  cas,  en  eÉret,  la  première  partie  de  l'équa- 
tion (lo)  s'évanouit,  et  la  seconde^  en  j  considérant,  pour  un 
instant,  B  et  W  comme  deux  indéterminées,  représente  un  poly- 
nôme a  lieux  variables,  dont  F  invariant  égala  (A — ^X)(A' — X)  -— B''* 
s*évanouît  par  hypothèse.  Quels  que  soient  donc  B  et  B'i  ce  poly* 
nome  sera  du  sigiie  de  son  premier  terme;  mais  nous  savons  que 

l^on  a 

4— in<o,  A — T)'>o; 

les  résultats  des  subsLitulions  ont  donc  les  signes  que  nous  avons 
annoncés,  tl  s^ensuit  que  Téquation  en  X  a  ses  trots  racines  réelles; 
la  plus  grande,  £,  supérieure  à  ti;  la  moyenne,  e',  comprise  entre  Tj 
et  V;  la  plus  petite,  i'^,  moindre  que  V-  El  en  même  temps  on 
obtient  cette  conséquence  que  les  racines  de  Téquation  (i  t)  étant 
comprises,  Tune  entre  £  et  e',  Tautre  entre  e  et  i*,  le  polynôme 

(A  — XuA'-X)  — B*' 

possède  exactement  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre  de  Téquation  (9).  On  remarquera 
aussi  qu'il  suit  du  mode  de  détermination  précédemment  obtenu 
pour  les  coefhcients  at,  |3,  y,  .  - .,  qu'on  a  ces  valeurs 


r= 


I 


(t'-E)iE* 

-f) 

(A 

-t^KA'- 

^*)  — 

B'i 

(E  —  e')U" 

—  e'  ) 

(A 

—  t*)(A'- 

^')- 

B** 

(Ê  _£")(£'_  e') 


Or,  d'après  ce  quVn  vient  de  dire,  et  en  ayant  égfard  à  l'ordre 
de  grandeur  des  quantités  e,  e',  t",  on  reconnaît  immédiatement 
que  ces  valeurs  sont  positives,  Maintenant  il  suffit  d'avoir  prouvé  ^Ê 
que  ot*^  est  réel,  par  exemple,  pour  en  conclure  que  a'  et  %  le  sont 
aussi,  Curu parant,  en  cl! et,  les  termes  en  YZ  et  ZX  dans  le 
développement  de  (aX  +  pt' Y  +  a'^Z)^  et  du  polynôme  adjoint  de 
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/ —  e(X*+  Y*-f-  Z^),  on  trouvera  pour  a' a"  et  a"ades  expressions 
réelles;  donc,  etc.;  et  Ton  raisonnerait  de  même  par  rapport  aux 
quantités  P',  P"  et  y,  /. 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  faisant  remarquer  que  la  méthode 
suivie  pour  établir  la  réalité  des  ra<-ines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  X  a  déjà  été  donnée  par  M.  Cauchy,  mais  sous  une  forme 
un  peu  différente,  dans  le  troisième  Volume  des  Exercices  mathé- 
matiques. Nous  ferons  voir  aussi,  en  peu  de  mots,  qu'elle  s'étend 
immédiatement  aux  équations  générales  relatives  à  des  polynômes 
homogènes  du  second  degré  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
équations  qui  s'offrent  dans  la  détermination  des  inégalités  sécu- 
laires des  éléments  du  mouvement  elliptique  des  planètes. 

Considérons  à  cet  effet  l'équation  en  À  de  degré  /i  -f-  i ,  dont  le 
premier  membre  serait  le  déterminant 


An-Kl  = 


flj,,—  X 


les  quantités  aij  vérifiant  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  la 
condition  aij=  ajj.  Nous  supposerons  qu'on  ait  démontré  la 
réalité  des  racines  de  l'équation  analogue,  mais  de  degré  /i,  dont 
le  premier  membre  serait  le  déterminant 


A„  = 


«1,1  —  X        ai,j         ...         «1,/» 
«j,i        o^ï.i —  ^     •  •  •        «î,/i 


et  nous  nommerons  ces  racines,  rangées  par  ordre  croissant  de 

grandeur, 

""ïn    ^jt»    ""11»     •••?    ""ï/t* 

Nous  supposerons  aussi  qu'on  ait  démontré  que  le  déterminant 
déduit  du  précédent,  en  supprimant  la  dernière  colonne  verticale 
et  la  dernière  ligne  horizontale,  savoir 

«1,1 — X        ai,i        ...  ax^n-\ 

«ï.i        «i,t""^     •••  ûtt,/i-i 


An-1  = 


an-1,1  «/i-i,ï        •••      «1    i,/»-i — ^ 


irt'l 


•«rVBE<i     oc    irfi^BLB!»    ItEBlfirB. 


po^-^^^fie  I»  propriété  rarartérî*liqne  «Je  la  dérivée  première  de  A,,, 
pri-ip  par  rapport  a  a.  c  i?sl-rt-*iirp  que.  ai  loa  j  tait  le*  àiibstitu- 

tions 

I#^^  -iigne^  de^  résultats  seront  respectivement 


et  ne  pré?»enteroiit  qiie  ties  vanati«)iiâ.  Cela  posé,  nou»  décompose- 
rons Jk;,^,  en  denï  parties  comme  il  ^uit: 


^i.i  — A  <l:.t 


o 
o 


A^-.,  = 


^t.l 

«1.5 

f> 

O 

^1.1  — > 

«1.2 

^t.l 

«*.*—> 

'^/l.l 

^in.i 

f*n^\,\ 

«/TM.Î 

«*.A  «•.  1—1       i 


O 


l.a  première  sera  évidemment  le  produit  de  €iii4.i.»^i  —  a  par  le 
déterminant  A,,,  et  la  seconde,  en  y  considérant  pour  ud  instant 
^^t.n^ii  ^^3,fi^ti  -.M  ^^n,fi^t  comme  n  indéterminées,  sera  au  signe 
près  le  poljnome  adjoint  du  polynôme  suivant  : 

-4-  X,  [d,.,  X,-h(a,.,--  Â)X,-i-...-»-a,,„X„J 


X/,|rt«,|X,-+-  ^«.jX,- 


■(an,n—  >')X;,J, 


doiil  rinvHriniil  est  préci^^émenl  1„,  Or,  en  substituant  au  lieu  de  A. 
dïUiH  A„.^|»  hi  série  des  racines  t,,  de  l'équation  \„  =  o^  cet  inva- 
rinni  s'évanouira,  et  alors  le  polynôme  adjoint,  se  réduisant  à  un 
carré  parfait,  sera  toujours  du  même  signe,  quelles  que  soient  les 


valeurs  des  quantités  <y«,«^,,  <7i,«+n 


««,/ï4.«  ■ 


Maintenant  il  est 


aisé  «le  voir  que  le  coefficient  <lc  <1l„^^  sera  le  déterminant  A|,_,, 
afVecté  du  signe  — .  l)on<*  pour  les  xaleurs 


^,\^ 
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les  signes  correspondants  de  A^,^,   seront  ceux  de  — Aj,_,.  c'est- 
à-dire,  d'après  ce  qu'on  admet. 


.,     i  —  D". 


Joignons  enfin  à  ces  substitutions  les  suivantes  :  a= — x  et 
X  =  -i~  x:  en  observant  que  le  premier  terme  de  A,,^,  est  «  —  a"^""*"*. 
on  trouvera  finalement  (jue  les  signes  de  cette  fonction  pour 

X  =  — oc,  7,1,  T,„  r,j,  ...,  r,«.  -r-ac 

seront 

-r-.        —,        -^.        -,        ...,       (—1)".       (-IV-». 

De  là  résulte  que,  sous  les  hypothèses  admises,  l'équation 
A,,^,  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles.  Et  de  plus  on  voit  par  les 
limites  entre  lesquelles  sont  comprises  ces  racines  que  A^  jouirait, 
par  rapport  à  cette  équation,  de  la  même  propriété  que  la  fonction 
dérivée  du  premier  membre.  Dès  lors,  les  propriétés  que  nous 
voulions  établir  dans  toute  leur  généralité  découlent  immédiate- 
ment de  ce  qu'elles  ont  été  démontrées  dans  le  cas  particulier  que 
nous  avons  eu  en  vue  pour  la  recherche  des  axes  principaux  des 
surfaces  du  second  ordre. 


IV.  —  Théorème  général  sur  la  réduction  des  polynômes  homo- 
gènes du  second  degré  par  des  substitutions  à  coefficients  réels, 
à  des  sommes  de  carrés. 

Ce  théorème  s'énonce  ainsi  : 

De  quelque  manière  qu'on  transforme  un  polynôme  du  se- 
cond  degré  à  coej/îcients  réels  en  une  somme  de  carrés  de 
fonctions  linéaires  réelles,  ces  carrés  étant  affectés  de  coeffi- 
cients numériques  également  réels,  le  nombre  de  ces  coefficients 
qui  auront  un  signe  donné  sera  toujours  le  même. 

\insi,  par  exemple,  étant  proposé  le  polynôme 

(i;  — xî-xî-...-:r?-ex?^,-^jr»^,-r-...-Hxî, 
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on  ne  pourra  par  aucune  substitulion  réelle  de  la  forme 

Ia-o  =  «0  Xo  -H  po  X|  -h  .  .  .  H-  Xo  X„, 
a?,  =  a,  Xo-f-  Pi  X, -h.  ..-+-XtX,„ 
j 
^n  =  «/i  Xo  -h  Pn  Xi  -h .  .  .  H-  X«  X„, 

le  transformer  en  un  autre  polynôme  tel  que 

(3)  -X5-Xî-...-XÎ-hXU,  +  XJ^,+...-+.XA, 

k  étant  différent  de  i.  C'est  ce  cas  particulier  auquel  se  ramène 
immédiatement  le  théorème  général  que  nous  allons  établir. 

Et  d'abord  on  peut  supposer  k  >►  i,  car,  s'il  en  était  autrement, 
on  résoudrait  les  équations  (a)  par  rapport  aux  indéterminées  X, 
et  l'on  raisonnerait  sur  cette  nouvelle  substitution  à  coefficients 
réels  comme  ceux  de  la  proposée.  Cette  résolution  d'ailleurs  n'est 
jamais  impossible,  car,  en  nommant  pour  un  instant  5  le  détermi- 
nant relatif  aux  équations  (2),  on  sait  que  l'invariant  du  poly- 
nôme (1),  à  savoir  ( —  i)'"*"*,  sera  le  produit  de  l'invariant  du  poly- 
nôme (2)  dont  la  valeur  est  ( —  i)*^*,  multiplié  par  le  carré  de  0; 
et  cette  relation  monti*e  que  8  n'est  jamais  nul. 

Cela  posé,  parmi  les  diverses  équations  auxquelles  les  coefficients 
de  la  substitution  (2)  doivent  satisfaire,  on  voit  s'offrir  en  premier 
lieu  celle-ci  : 

-«5  —  «î— .-•—«?-+-«?+, -Ha  ?+, -H. ..-ha  ?!  =  -!. 

qui  ne  pourrait  évidemment  être  vérifiée  que  par  des  valeurs  ima- 
ginaires des  quantités  a,  si  l'on  avait 

«0=0,        «1  =  0,         ...,        at|  =  o. 

Or  on  va  voir  comment,  en  admettant  la  substitution  (2),  il  est 
possible  d'en  déduire  une  nouvelle,  qui,  changeant  le  polynôme  (i) 
en  le  polynôme  (3),  ait  ses  coefficients  réels,  et  de  plus  présente 
ce  caractère  que  l'indéterminée  X©  ait  disparu  dans  les  expressions 
de  jFo,  r,,  ...,  Xk^x,  Comme  on  suppose  k>ij  k—i  sera  au 
moins  égal  à  /,  et,  les  conditions  précédemment  énoncées  se  trou- 
vant réalisées,  notre  théorème  se  trouve  par  là  même  démontré. 

A   cet   effet,   nous  commencerons  par  remarquer  qu*on  peut, 
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sans  changer  le  polynôme  (3),  y  remplacer  X^  el  X|  par 
XoCos© -t-X,  sin©,  X^sins  —  X,  cos3,  et  inlroduire  par  là  un 
angle  arbitraire  9  dans  les  formules  (2),  qui  deviendront 

2'0  =  (2«cos9  -i-  %  sioo)Xo-h(ao  sin^  —  ^0  cosç»Xi-t-.  . ., 
X|  ={«!  coso  -i-  3|  sin©)Xo -+-(»!  sîdq  —  ^1  coso)X|H- 

Maintenant,  et  quels  que  soient  les  coefficients  a,  3,  . . .,  on  pourra 
disposer  de  cet  angle  de  manière  à  avoir 

ato  cosç  -^  3o  sinç  =  o, 

et  Ton  sera  amené  à  une  nouvelle  substitution  également  réelle  où 
rindéterminée  Xq  aura  déjà  disparu  dans  la  valeur  de  x^.  Cela 
fait,  partons  de  cetle  nouvelle  substitution  pour  y  introduire 
de  nouveau  un  angle  arbitraire,  en  remplaçant  X,  et  Xj  par 
Xi  cosy  +  Xj  sin^,  X|  sin:5  —  Xj  cos  v,  ce  qui  se  fera  encore  sans 
changer  le  poljnome  (3).  On  voit,  en  raisonnant  comme  tout  à 
l'heure,  qu'on  pourra  annuler  le  coefficient  de  X| ,  dans  Texpression 
de  Xq.  Or  des  calculs  analogues  pourront  être  continués  ju>qu'à  ce 
qu'on  soit  amené  à  remplacer  Xa_i  et  Xa  par  Xa_i  cos^  -h  X^  sin;?, 
X*_i  sinçp  —  X^costp,  et  en  dernière  analyse  on  voit  que  de  la 
substitution   (2)    on    aura    déduit    par   des    opérations    toujours 

possibles  une  substitution  réelle  dans  laquelle  X^,  X, Xa_i 

auront  disparu  de  l'expression  de  l'indéterminée  Xq.  Ce  premier 
{>oint  établi,  nous  concevons  qu'on  répète,  en  raisonnant  sur  la 
valeur  de  l'indéterminée  suivante  X|,  des  opérations  toutes  sem- 
blables, mais  en  se  bornant  à  faire  disparaître  de  proche  en  proche, 
dans  l'expression  de  cette  indéterminée,  les  coefficients  de  X^, 
X|, . . .,  Xj^_2.  On  n*aura  ainsi  besoin  d'introduire  dans  les  substi- 
tutions successives  que  les  indéterminées  Xo,  X|,  ...,  Xa_i,  de 
sorte  que,  ces  calculs  faits,  on  ne  verra  reparaître  dans  la  valeur 
de  Xf  aucune  des  indéterminées  qui  en  ont  déjà  été  éliminées.  Cela 
posé,  il  est  clair  qu'en  raisonnant  d'une  manière  analogue  succes- 
sivement sur  Xj,  Xj,  ...,  on  :>era  en  dernier  lieu  conduit  à  faire 
disparaître  la  seule  indéterminée  X^  de  la  valeur  arA-i-  KHe  ne  se 
trouvera  point  d'ailleurs,  dans  les  indéterminées  précédentes  Xm  .2* 
Xa_j,  . . .,  JTo,  et  de  la  sorte  on  sera  parvenu  à  une  dernière  substi- 
tution, conséquence  de  la  substitution  (2),  changeant  encore  le 
polynôme  (1;  en  le  polynôme  (3;  et  qui  tombe  dans  le  cas  indiqué 
H.  —  II.  3o 
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plus  haut,  où  il  est  manifestement  impossible  que  les  coefficients 
soient  des  quantités  réelles. 

Passons  maintenant  au  théorème  que  nous  voulions  établir. 

Supposons  qu'un  polynôme  homogène  quelconque  du  second 
degré  k  n-\-i  indéterminées,  /{uq,  W|,  ...,  (/«),  soit  transformé 
d'une  première  manière  en  une  somme  de  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients numériques,  par  la  substitution  réelle 

w,  =  a,  Xo-hbiXx-h,,.-+-kiXn, 

Un  =  «/» a?o  -t-  6„ a?i  -+- . . .  -h  A» x„, 
de  sorte  qu'on  ait 

Si  l'on  donne  une  seconde  substitution  également  réelle 

Wo  =  Ao  Xq  -h  Bq  X|  -H  .  •  .  -H  Kj  X/t, 

W|  =  A|  Xo-h  Bi  Xj  -4-. .  .-h  Kl  X„, 

f 

Un=  ArtXo-h  B„Xi-T-...-h  K«X„, 

de  laquelle  résulte  la  transformation  analogue 

/(Mo,  Ml,  ...,  a/,)  =  TîoX;-f-r,,XJ-h...-f-ii„Xî, 

il  s'agit  de  prouver  que  le  nombre  des  quantités  £,  qui  auront  un 
signe  donné,  sera  égal  au  nombre  de  quantités  yj,  qui  auront  aussi 
le  même  signe. 

A  cet  effet,  et  pour  fixer  les  idées,  supposons  négatives  les  quan- 
tités fio,  Êi,  ...,  e/,  et  positives  les  suivantes  £|+,,  £1+07  •••?  ^/i-  Sup- 
posons aussi  que  Tjq,  tj,,  ...,  r^k  soient  négatifs,  tandis  que  tik^x, 
0A+2J  •  •  -7  ''m  seront  positifs.  On  aura  d'abord,  en  égalant  entre  elles 
les  deux  expressions  du  polynôme  proposé /(«o,  W|,  . . .,  a«), 

60^0  -^  tiX\-^,,.-^tnx\=  r^oXJ  -+-  7),  X}  -+-. .  .-4-  ijrtXJ, 
les  variables  étant  liées  par  ces  relations, 

«0^0-»-  ^0  3^1 -+- . . . H- Ato  .r„  =  Ao  Xo-h  By  Xi -h. .  .-h  Ko  X^, 
ai  iTo-f-  61  ar, -f-. .  .H-  ki  x,i=  A|  Xo-f-  B|  X,  -h. .  .-f-  Ki  X^, 

^ 

an  ^0  -H  ^/,  ar,  -+- .  .  .  -f-  kn  Xn  =  A„ X©  -h  B„  X,  H-  .  .  .  -f-  Krt  X„. 
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Maintenant  remplaçons  jFo,j:i,  ...,av d'une  part,  Xi^t^Xi^^  ---^Xg, 
de  1  autre,  par =,  •  •  •,     .  et         '  >     >  •  ••»  -=• 

Remplaçons  de  même  X©,  X|, ...,  Xa  par  «        '     *  •••*     ."  :^^ 

et  AA4.1,  Xa+2-  ...,  X;,  par  — =»  •••»  — =»  on  se  trouvera 


amené  à  la  relation 

les  variables  x  dépendant  des  variables  X,  par  les  relations  à  coef- 
iicients  réels 

^0  ■+■  — =:   iTi  -t-  .  .  .  -i rz=  Xn. 


V  —  ÊO                  V' —  61                               V   6n 
=      , Ao  H .  A 1  -t-  ...  H c^  An, 

Xsi  -h     .  a:i  -^ . . .  -4-  -7=  Xrt 


V  —  Eo  V  ~  S|  V^ 

_       ^'       y     ,         ^»       V      .  .    JSLV 

—      ;■  Ao  -\ .  A 1  H- ...  H -p=.  An 


'^"       V    _i_        "^       Y    _i_         _i_        "    Y 

:  Ao  H ■  \  I  -f- .  .  .  H r=z  Art, 


v/— ^io  y/—  Tii 

Or,  en  résolvant  ces  équations  par  rapport  aux  indéterminées  x, 
on  sera  conduit  à  une  substitution  réelle,  telle  que 

a^o  =  «0  Xo  -+-  flo  X.,  -+-...-+-  Xo  \n, 

Xi  =  Il  Xo-h  Pi  Xi-r.  .  .-r-XjXrt, 


X,t=  «nXo-h  3«Xi-h...-+-X„X„, 


et  l'impossibilité  d'une  telle  substitution  a  été  démontrée  précé- 
demment. \joutons  encore  que  la  résolution  d'équations  dont  il 
vient  d'être  question  n'est  sujette  à  aucun  cas  (finipossibilité  ni 
d'indétermination,  si  l'invariant  du  polynôme  proposé 

/(ao,  wi,  ...,a/i) 
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est  difTérent  de  zéro,  et  si  aucune  des  quantités  e  n'est  nulle. 
Nommant,  en  effet,  A  cet  invariant,  et  S  le  déterminant  relatif  aux 
équations  (4),  on  aura,  comme  conséquence  de  l'équation 

la  relation 

a8*=  eo£i...6rt, 

d'où  il  résulte  bien  que  8  ne  peut  être  supposé  nul. 

La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  montre  comment 
la  distinction  en  diverses  espèces  qui  a  été  faite  de  polynômes  à  trois 
indéterminées,  au  point  de  vue  géométrique  de  la  distinction  des 
diverses  surfaces  du  second  ordre  qui  sont  douées  de  centre,  peut 
s'étendre  à  des  polynômes  à  un  nombre  quelconque  d'indéter- 
minées. Chaque  espèce  de  ces  polynômes  se  trouvera  définie  par  le 
nombre  des  carrés  qui  se  présenteront  affectés  de  coefficients  positifs 
ou  négatifs,  lorsqu'on  fera  évanouir  les  rectangles  par  une  substi- 
tution réelle.  Et  la  propriété  essentielle  de  cette  classification  con- 
sistera en  ce  que  tous  les  polynômes  qu'on  peut  déduire  les  uns 
des  autres  par  des  transformations  linéaires  à  coefficients  réels, 
offriront  tous  le  même  caractère  spécifique.  Mais  ces  considérations 
vont  recevoir  une  nouvelle  et  importante  application  dans  la 
question  suivante. 


V.  —  Sur  la  dôtermination  du  nombre  des  racines  réelles  des 
équations  numériques  qui  sont  comprises  entre  des  limites 
données. 


Nous  considérerons  une  équation  à  coefficients  réels  quel- 
conques de  degré  /i,  F(Ç)==  o,  dont  les  racines,  supposées  inégales, 
seront  désignées  par  a^b^c,  ...,  k.  Cela  posé,  soient  t  une  indéter- 
minée réelle,  et /le  polynôme  homogène  suivant  : 

/=       — — -(a:-+-a^-ha»c -t-...-ha'»-»i>)» 
-h  .  _     (T^by  -^  b*z  -+-...-4-  ô^-U')' 


—  (  j-  -h  A^'  -+-  A» 5  -+- . . . -H  X «   »  i' )«  ; 
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nous  établirons  d'abord  cette  proposition  : 

En  réduisant  f  à  une  somme  de  carrés  par  une  substitution 
réelle  {ou  si  Von  veut  en  cherchant  l'espèce  à  laquelle  appar» 
tient  ce  polynôme) ^  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients 
positifs  sera  égal  au  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires 
de  V équation  proposée,  augmenté  du  nombre  des  racines  réelles 
qui  sont  plus  grandes  que  t. 

Soit,  pour  abréger, 

on  pourra  écrire /de  cette  manière, 

J-^  a—t^  b-  t'^'"^  k  —  t' 

et  il  est  bon  tout  d'abord  de  remarquer  que  la  présence  des  racines 
imaginaires  dans  Téquation  proposée  n'empêchera  pas  les  coeffi- 
cients de  ce  polynôme  d'être  réels.  Eflfectivement  ces  racines  devant 
être  conjuguées  deux  à  deux,  si  l'on  a  a  =  a  -h  ^^ —  i,  une  autre 
racine,  b  par  exemple,  aura  pour  expression  6  =  a  —  ^^ —  i,  et 

les  termes ->  ± — 7»  ou  entrent  ces  racmes,  seront  éi^alement 

a  —  t     b  —  t  '  ^ 

des  quantités  imaginaires  conjuguées  de  la  forme  A  -h  B^ —  1  et 

A  —  By/ —  1 ,  dont  la  somme  sera  réelle. 

Cela  posé,  il  nous  est  nécessaire  d'établir  qu'en  faisant 


(I) 

I 


X  -^  a  y  -t-  a'^  -r- —  a'^-^v  =  \, 

X  -i-  h  y  -H  6*z  -h. .  .-^  h^-^v  =  Y, 


X  —  X:^  -H  A:»^  — . . . -T-  Ar"-*  v  =  V, 

on  en  tirera,  sans  impossibilité  ni  indétermination,  les  valeurs  de 

X.  y.  z exprimées  linéairement  en  X,  Y.  Z 

E(recti\ement  ces  équations  peuvent  s'écrire  ainsi 

et  la  formule  d'interpr^lation  de  La^range  donnera  immédiatement 

^^  ^  F  ;^     \ F/;.     Y F^;.     v 

^''"ï  —  aFa.       l^bVtO,      '"      ;  — XF/// 
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Or,  en  égalant  dans  les  deux  membres  tes  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  ÎT,  on  oblîendra  les  expressions  linéaires  tlex,j^,  s,  >.., 
en  X,  Y,  Z,  ,..,  sans  autres dénominaieurs  que  lesquaniités  F'(a)^ 
F'(6),  ..-,  F'(*),  dont  aucune  ne  s'évanouit,  puisque  par  hypo- 
thèse Téquiition  proposée  n'a  pas  de  racines  égales. 

Ce  point  établi,  considérons  en  preinierlieu  le  cas  où  les  racines 
cit  é,  c,  ,..,  A'  seraient  toutes  réelles.  On  pourra  alors  employer  la 
substitution  (i)  pour  reconnaître  l'espèce  à  laquelle  appartient  le 
polynôme y^  car,  exprimé  en  X,  Y,  Z,  .,,,  il  devient 


a  —  / 


X«- 


b  —  i 


Yî 


■Z' 


k^i 


V«, 


et  Ton  voit  que  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefïicients  positifs        i 
est  précisément  égal  au  nombre  des  racines  qui  sont  plus  grandes  S 
que  t.  Là  proposition  annoncée  se  trouve  ainsi  immédiatement 
démontrée  dans  ce  premier  cas.  ^_ 

Supposons,  en  second  lieu^  la  présence  dVn  ou  de  plusieurs  ^ 
couples  de  racines  imaginaires,  et  soient,  pour  fixer  les  idées, 
a^aH-py/— I,  i  =:  a  —  p^ — I,  Alors  la  sulislitution  (i)  nVst 
plus  à  coefficients  réels,  mais  nous  observons  qu'elle  le  deviendra 
en  mettant,  au  lieu  de  X  et  Y,  Xh-Y^/— i  et  X  —  Yy^^^  t. 
Effectivement,  au  lieu  des  équations ^(a)=^  X,  ç(fr)^  Y,  on  au 
les  suivantes  : 

et  l'on  voit  bien  que  les  nouvelles  indéterminées  X  et  Y  seront 
la  partie  réelle  et  le  coeffi4"icnt  de  \/— -i  dans  Tex pression 
m(a-h[ly — i),  Semblablementj  s'il  se  présente  un  autre  couple 
de  racines  imaginaires  conjuguées  c  etflf,  au  lieu  de  poser  ç(c)^  Z^ 
cp  (  rf)  ::=  U ,  on  écrira 

(p{cr>=  Z  ^-  Uv/~        ^(^j  =  Z—  d/^. 

Cela  posé,  effectuons,  dans  le  polynôme  y,  la  substitution  (i), 
modîllée  comme  on  vient  de  ^expliquer  par  rapport  aux  racines 
imaginaires I  Les  termes  de  ce  polynôme  qui  correspondent  aux 
racines  réelles  donneront  préciséuient,  comme  dans   le  premier 
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cas,  autant  de  carrés  affectés  de  coefficients  positifs,  qu'il  y  aura 
de  racines  moindres  que  /;  ainsi  nous  n'avons  plus  à  considérer 
que  les  termes  correspondants  aux  racines  imaginaires  conju- 
guées. Soient  a  et  b  deux  racines  de  cette  espèce;   les   termes 

— — -ç^(a)+  r-3-.Ç^(6)  deviendront,  en  effectuant  la  substitu- 
tion, 

_^(X^Y/37)«^^(X-Yv/-)', 

expression  susceptible  d'une  réduction  remarquable. 

Soit  en  effet-——  =  p(coscp  -hy  —  '  sinç),  t  étant  réel;  ,  _ 

sera  la  quantité  conjuguée,  à  savoir  _  =  p(coso  — y/ —  i  sinç), 
et  notre  expression  deviendra 

p[(cos2-^v/irTsin?)(X  +  Yv/— )]' 

+  p[(cos?-/3Tsin2)(X-Yv/=^)]' 

p  (  X  ces  ^  —  Y  sin  I  j  —  2  p  (  X  sin  î  -+-  Y  cos  |?  j  • 


ou  bien 


Nous  sommes  donc  amenés  à  cette  conclusion,  que  la  présence 
d'un  couple  de  racines  imaginaires  conjuguées  dans  le  polynôme  y 
donne  lieu  à  deux  carrés  dont  l'un  est  affecté  d'un  coefficient 
positif,  et  l'autre  d'un  coefficient  négatif,  quel  que  soit  t.  Et  en 
général,  si  l'équation  proposée  contient  [jl  couples  de  racines  ima- 
ginaires, les  termes  du  polynôme  /  qui  contiennent  ces  racines 
donneront  lieu  à  [jl  carrés  affectés  de  coefficients  positifs  et  à 
[JL  carrés  affectés  de  coefficients  négatifs.  Le  nombre  total  des 
carrés  affectés  de  coefficients  positifs  qui  s'offriront  pour  caracté- 
riser l'espèce  à  laquelle  appartient  le  polynôme  sera  donc,  comme 
nous  l'avons  annoncé,  le  nombre  de  couples  des  racines  imagi- 
naires augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée qui  sont  plus  grandes  que  t. 

Désignons  par  (^)  ce  nombre  total  des  carrés  affectés  de  coeffi- 
cients positifs,  et  représentons  par  Cq  et  Ci  deux  valeurs  distinctes 
de  l'indéterminée  t  dont  la  première  soit  plus  grande  que  la 
seconde.  Il  est  visible  que  l'expression  (/,)  —  (^p)  sera  précisément 


47^  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITB. 

le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée  F(!î)=  o,  qui 
sont  comprises  entre  les  limites  t^  et  tt.  Maintenant  il  ne  nous 
reste  plus  que  quelques  mots  à  ajouter  pour  montrer  que  le  poly- 
nôme /  peut  s'évaluer  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation 
F(Ç)  =  o.  Observons,  à  cet  effet,  que  tous  les  coefficients  de/  sont 

de  la  forme 

ai  bi  ci  ki 

t^a        t-b^  t^-^c^     '^  t-k 

Or,  en  décomposant  en  fractions  simples       ^     >  on  prouvera 

tiV'(t)         „  ai  bi  ki 


¥yt)  '       t  —  a       t  —  b^t  —  k 

n(^)  .désignant  la  partie  entière.  Si  donc  on  divise  t'F'{i)  par 
F(^),  et  qu'on  désigne  par  R  le  reste  de  la  division,  on  aura  préci- 
sément 

R     _     ai  bi  ki 

h\t)  ~  t  —  a  "^  /  —  b  "^••"^  t  -  k' 

La  quantité  désignée  par  {t)  se  trouvera  donc  en  réduisant  à 
une  somme  de  carrés  un  polynôme  du  second  degré  entièrement 
connu;  mais  cette  détermination  des  coefficients  peut  être  évitée 
par  l'analyse  suivante  qui  se  fonde  sur  la  proposition  déjà  démon- 
trée, que  tous  les  polynômes  déduits  de  /,  par  des  substitutions 
réelles,  appartiennent  à  la  même  espèce,  c'est-à-dire  qu'en  les 
réduisant  d'une  manière  quelconque  à  une  somme  de  carrés,  on 
arrivera  toujours  au  même  nombre  de  carrés  affectés  de  coefficients 
positifs  ou  négatifs. 

Soit 

l'équation  proposée.  Posons 

4>(  O  =  X -h  ;  Y -f- 2;«z -r-. .  .-h  ;«-»  V, 

nous  ferons  en  premier  lieu  la  substitution  propre  à  rendre  iden- 
tique, par  rapport  à  l'indéterminée  !J,  Téquation 

En  comparant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes 
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puissances  de  s^  on  déterminerait  effectivement  les  valeurs  de  x, 

^v,  5 en  X,  Y,  Z,  —  Mais  il  suffit  de  remarquer  qu*en  mettant 

à  la  place  de  Z  les  racines  «,  é,  ...,  A*,  on  en  tire  les  relations 

11  s'ensuit  que  le  poljnome  /,  que,  pour  abréger,  nous  écrirons 
ainsi  : 

se  change  par  cette  substitution  dans  le  suivant 

le  signe  \^  indiquant  la  somme  de   tous  les  termes  relatifs  aux 

diverses  racines  a,  6, A". 

Cette  transformation  obtenue,  nous  en  ferons  une  seconde,  en 

remplaçant  X,  Y,  Z V,  par  des  indéterminées  qu'il  convient 

de  représenter  ainsi  :  IJ^,  ÎJ,,  IJ,,  ...,  ^n-tj  et  cela  en  posant 

X  =  ;«-! -^ />!  ïit-j -t- />!  ;»-a -+-...  ^ />« -1  îoi 


(A» 


V  =  ïo. 

On  arrive  alors  à  cette  conséquence,  que  les  fonctions  linéaires 
^{a)j^(b) ^(^)-  peuvent  être  représentées  parles  quotients 

-^J*    y  y  _^,j  ç — ^f  si,  la  division  faite,  on  remplace  dans 

chacun  d*eux  une  puissance  quelconque  de  ^,  telle  que  ^',  par 
l'indéterminée  ^i.  Nommant  donc  X'  ^^^  seconde  quantité  analogue 
à  Ç,  il  est  clair  que  Texpression 

yF  ;.  F-;-. 


—  a  ;  —a 


représentera  parfaitement,  et  sans  ambiguïté  possible,  ce  que  de 
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vient,  par  la  substitution  (A),  le  polynôme 

f=2(«-o*'(«), 

pourvu  que,  les  divisions  effectuées,  et  après  avoir  ordonné  par 
rapport  à  Ç,  on  écrive  d'abord  si  au  lieu  de  J^',  sans  toucher 
d'ailleurs  à  l'indéterminée  Ç';  puis,  cette  opération  faite,  qu'on 
remplace  semblablement  ^''  par  Ç,,  après  avoir  ordonné  par  rap- 
port à  ^'. 

Ceci  bien  compris,  rien  ne  sera  plus  facile  que  de  saisir  les 
transformations  successivement  indiquées  dans  les  équations  sui- 
vantes : 

_  F(g)F(;-)/vi  <-i;     v<-r\ 
La  dernière  nous  conduit  à  employer  les  relations  bien  connues 


2fe=(^-^')2;c^=(^-^') 


F(Ç')' 


de  sorte  que  le  résultat  de  la  substitution  (A)  dans  le  polynôme  ( 
se  trouve  représenté  par  cette  expression  très  simple,  et  de 
laquelle  ont  disparu  les  racines  a,  6,  . . .,  Ar,  savoir 

Quelques  applications  suffiront  au  lecteur  pour  se  rendre  fami- 
lière cette  métamorphose  curieuse  d'une  fonction  entière  de  deux 
variables  Ç  et  ^'  en  un  polynôme  homogène  du  second  degré,  et 
l'on  verra  sans  peine  un  algorithme  pratique,  qui  permet  d'effec- 
tuer rapidement  cette  transmutation  de  la  première  expression 
analytique  dans  la  seconde.  Mais,  pour  abréger,  nous  supprime- 
rons ces  détails  et  nous  nous  bornerons  à  remarquer  que,  lorsqu'on 
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donne  numériquement  les  limites  /««  l|«  ou  doil,  pour  ohlouiv  U'% 
quantités  nommées  précëdemmeni  (i^)  el  \^/^^,  ojumvi^  »ui^  I*^* 
expressions 

r w 

-—, 

dont  les  coefficients  sont  purement  nuin(^ri(|urM,  ol  \u\\\  jm^  «ht 
l'expression  générale,  contenant  rindt^eriniiu^o  /,  \  lu  vi^'ih^  nu 
trouverait  de  celte  manière  (après  avoir  fait  diMptinillrn  \t^n  vtw 
tangles  des  variables)  les  coefficients  dr.H  rarn^n  i*iipt'iMM^«  |uil' ili'«i 
fonctions  de  /,  dans  lesquelles  on  pourrait  Hiil)Mlihif«r  tt  /nii^h*r/iif  ( 
les  valeurs  to  et  t^;  mais  Topération  Hf^rail  hriiiicdiip  iiliin  immImm 
rassée  et  plus  longue. 

Supposons,  par  exemple,  quVm  veuille  Huvoir  roirilii^fi  d«  m 
cines  de  l'équalion 

sont  comprises  entre  zéro  et  l'unité*  On  troiiv^rii  tVHÏforti  (ikH\t 
pression  faite  du  facteur  positif  /^/  qu^  l^rspr^^n^ioii 

donne  le  poirnome  qoadntiqtj^  ^  troi*  Uu\hâr99$$i$$/'M% 

Ce  polTDome  y^T  /  =  ->♦.*:  r^/3vît  ^^ 

■»» — -»: —  ' -»• -5Î  ^  «■  <5   «5    -    ♦•.        >'  '  /■       ^  ^f  r       /    î 

et,  si  Ton  j  fait  /  =:  : ,  ^    Ci»-»  >r3U' 

de  *WtJt  ^l«Ç  i»r  iJlrtUîr»   Ch--^   •••    t^-'    '>    'M;iv4'..'^    -jw  ^y^ÀA  ^.     /*.! 

co«pr»«*  *anr*  »^-'   *f    '  pm^    »,?    */>fi  -        ':ii*.é  #♦..•/•  <^      ^  .^.. 
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grande  et  positive,  i  se  réduit  au  polynôme 
qu'on  décompose  aisément  comme  il  suit  : 

-(C«-?:o)'-î^(;i-^?:o)*-^«. 

Donc,  comme  on  n'obtient  aucun  carré  affecté  de  coefficient  po- 
sitif, le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  qui  sont  supé- 
rieures à  l'infini,  augmenté  de  la  moitié  du  nombre  des  racines 
imaginaires,  c'esl-à-dire  évidemment  le  nombre  des  couples  de  ces 
dernières  racines,  se  réduit  à  zéro.  Ainsi  l'équation  proposée  a 
toutes  ses  racines  réelles. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  considérations 
précédentes,  qui  ont  fait  voir  toute  l'importance  de  cette  opération 
algébrique  si  simple  et  si  élémentaire,  qui  consiste  à  mettre  un 
polynôme  homogène  du  second  degré  sous  la  forme  d'une  somme 
de  carrés.  Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  promis  en  commençant, 
nous  reviendrons,  pour  la  compléter,  sur  le  mode  particulier  de 
décomposition  qui  a  été  donné  au  paragraphe  I. 

Considérons,  par  exemple,  un  polynôme  à  quatre  variables 
/(a:, y,  z,  v)\  la  méthode  dont  nous  parlons  conduit  à  un  résultat 
de  cette  forme, 

et,  comme  il  importe  surtout  de  connaître  les  facteurs  e,  e',  e'',  e"', 
dont  les  signes  déterminent  l'espèce  du  polynôme,  nous  allons 
donner  le  moyen  de  les  calculer  directement. 

A  cet  effet,  nous  observons  que  l'invariant  du  second  membre 
sera,  d'après  les  théorèmes  précédemment  établis,  le  produit  tt't"t"'^ 
multiplié    par    le    carré    du    déterminant    relatif   aux    fonctions 

linéaires 

X  H-  ay  -k-  bz  -\-  cVy 

y  •+-  a'z  ■+■  b'v, 
z  -H  a't-', 

V, 
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Or  on  reconnaît  que  ce  déterminant  se  réduit  à  son  terme  prin- 
cipal, qui  est  l'unité. 

Nous  pouvons  ainsi  regarder  comme  connu  le  produit  tt  € t* . 
Cela  posé,  faisons  dans  l'équation  précédente  1^  =  0.  un  rais^jnne- 
ment  tout  semblable  montrera  que  eê'c"  est  l'invariant  du  polv- 
nome  à  trois  variables  /"(  jr,  v,  5,  o). 

Continuons  de  même  en  supposant  1^  =  0,  ^  =  o,  puis  enfin 
f  ^  o,  5  =  o,  V  =  o,  on  trouvera  successivement  que  c.  c'  e*t 
Tini-ariant  Aefix.  v,  o,  6)  et  t  le  coefficient  de  x^,  dans  le  p^^lrnome 
proposé.  Ces  quatre  coefficients  pourront  être  calculés  d'une  ma- 
nière directe,  comme  nous  Tavons  annoncé. 

En  général,  soit  f\x^.  x,,  ...,  x^*  un  polvnome  homojrêne  â 
n  +  1  indéterminées:  nommons  A/  Tinvariant  du  polvnome  qu'on 

en  déduit  en  annulant  toutes  les  indéterminécrs  jt/^i.  x/^2 ^m* 

et  A^  le  coefficient  de  xj.  on  trouvera  par  La  métbo^le  de  décom- 
position en  carrés,  dont  nous  nous  occupr>ns.  le  résultat  «ui%ajit  : 

les  fonctions  linéaires  avant  cette  forme. 

X;=  X;  —  ax^^j  —  6x,.^  — - .. —  kr^. 

où  a,  b k  sont  d<**  constante*  réelles. 

L'espèce  k  laquelle  appartient  le  pol vnome  f  ^  détermine  doac 
directement  d'aprr?  le  nombre  de^  termes  p^/^îtîA  et  a*:^^%tU  de  la 
suite 

A:         ^  A, 

OU.  ce  qui  reii^-nt  au  in^-îne.  d'apr»r*  le  nombre  de^  ^artation*  et 
des  permanence*  •^*'  la  -uile 

-     ^       ^:       ^. i.-:.     A». 

C'est  donc  de  r*-*"  'jU€!ii.tJt''t  rju*-  d^y^ii'i  la  dét^riiiioalir^a  de  J  ex- 
pression déri^-*:  tv'-.*.  <  .  ti^-jre  pal    /    daiii"  je  j^jtii'yxjue 


,_..._.__.-, 
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OU  dans  celui  qui  a  pour  expression  symbolique 

(^-OF'(OF(^-)-(/-C)F(r)F(0 

Relativement  au  premier  de  ces  polynômes,  on  trouve  ainsi  que 

^^  =  2dr7'         ^*  =  2(a-<)(6-/)' 

le  signe  \^  représentant  la  somme  des  termes  qu'on  déduirait  du 

premier  en  y  faisant  toutes  les  permutations  des  racines.  Or  ces 
formules  sont  précisément  les  fonctions  de  M.  Sturm,  sous  la  forme 
que  leur  a  donnée  M.  Sylvester;  de  sorte  que  les  considérations 
précédentes  peuvent  être  considérées  comme  donnant  une  démon- 
stration nouvelle  du  théorème  de  ce  célèbre  géomètre,  démonstra- 
tion dont  le  principal  caractère  est  de  n'employer  aucune  considé- 
ration de  continuité. 

A  ces  dernières  observations  sur  la  réduction  d'un  polynôme  du 
second  degré  à  une  somme  de  carrés,  nous  ajouterons  un  procédé 
donné  par  M.  Moutard,  professeur  à  Paris,  pour  effectuer  l'opéra- 
tion dans  un  cas  où  la  méthode  serait  en  défaut,  par  exemple  s'il 
était  question  du  polynôme 

/  =  axy  -^  ^xz-\-yyz 
dans  lequel  les  carrés  des  variables  n'existent  pas.  On  observe  que 

a/  =  (a5:H-75)(a^H-  ^z)— ^y-'» 
et  qu'on  peut  ensuite  écrire 

^(oLX  -\-yz)(aLy  -\-  ^z)=      [aa:  -h  a^  h-(y  -*-  P)^]* 

ce  qui  donne  bien  une  décomposition  du  polynôme  proposé  en 
trois  carrés.  Et  Ton  pourrait  opérer  d'une  manière  semblable  dans 
les  cas  analogues  relatifs  à  un  nombre  quelconque  d'indéterminées. 


SUR 

LE  RAYON  DE  COURBURE 

DES  COURBES  GAUCHES. 


Nouvelles  Annales  de  Mathématique  s  y  2*  série,  t.  V,  1866s  P-  ^97- 


On  donne  dans  renseignement  un  calcul  un  peu   long   pour 
déduire  de  la  formule 

I  _  d^ 
^'^  ds 

l'expression  du  carré  de  Tinverse  du  rayon  de  courbure  au  moyen 
des  coordonnées  x,  y^  z  et  de  Tare  5,  savoir 

—  =  -j-j  [r  dx  d-y  —  dyd^x)*-^  idyd^z  —  dz  d^y)^  -^{dz  d^x  —  dxd^z  )«], 

la  variable   indépendante   étant   quelconque.    On    peut  Tabréger 
comme  il  suit. 

Soit  pour  un  instant 

dx  .       dr  dz 

"=-01'         ^=d-s'         "=1;' 
et  faisons 

a'  =^  a  -i-  don         b' =  b -t- db,         c'=^c-i-dc, 

Tangle  de  contingence  c^o  sera  donné  par  la  formule  relative  au 
sinus,  savoir  : 

sin-  dn  =(  ab' —  ba'  )^-^(  ac  —  ca  )^  —  (  bc' —  cb'  )^; 
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de    sorte   que   Ton   aura    immédia lement    rfç^    en   calculant    les 
expressions  a6' —  6a', Or  on  trouve 

ab'—ba'=^  a(b  -+-  db)—  b(a  -\-  da)^ 
=  a  db  —  b  dcLy 
__  dx  ,dy       dy  ,dx 

~~  ds      ds        ds      ds 

et  cette  dernière  expression  donne  lieu  à  la  réduction  suivante 

dx  d*yds  —  dyd^s       dyd^xds  —  dx  d*s  _  dx d^y  —  dy  d^x  ^ 
"ds  ds*  ds  ds*  ~~  ds* 

On  a  donc  par  un  calcul  bien  facile 


, ,      ,    ,       dx  d*r  —  dy  d>x  . 

ab'—ba=^  -^  ,  ,  -^ ds. 

ds* 


et  semblablement 

,  ,      dx  d*z  —  dz  d*x  . 

«''-'"*  = d? '^^ 

ds* 
d'où  suit,  comme  on  voit,  la  formule  annoncée. 


SUR  L'INTÉGRALE  Z;^ 


Annali  di  Matematica,  t.  I  {i*  série,  1867,  p.  i55). 


I/întégrale    /   ^      ^ ^  présente  deux  cas  bien  distincts,  suîvanl 

que  l'exposant  m  est  pair  ou  impair;  dans  le  premier,  elle  est 
transcendante,  dans  le  second,  simplement  algébrique  et  de  la 
forme  Pv^i  —  J^^,  l^  étant  un  polvnome  entier  en  x  qu^on  obtient 
ordinairement  au  moven  du  procédé  de  l'intégration  par  parties, 
mais  que  Ton  peut  déterminer  dillércmment  et  de  manière  à  mieux 
mettre  en  évidence  sa  nature  analytique. 

Je  chercherai  en  premier  lieu  le  degré  de  P,  en  développant 
suivant  tes  puissances  décroissantes  de  la  variable  les  deux 
membres  de  Téquation 


,1    V  I  — *'' 


(I)  /     -==    =   |»y    I   -X«. 


Dans  le  premier,  le  terme  le  plus  élevé  en  x  sera -^=  ?  et  dans 

//ly  —  I 

le  second  OLX^'^^y —  j ,  si  Ton  fait  P  =  7.x^-r-  %'j-^~*  -r. . .;  de  sorte 

que  Ton  a 

'1  —  m  —  I, 

et  Ion  obtient  en  même  temps  la  valeur  du  coefficient  a,  savoir 

I 

1  — 

/// 

Cela  fait  je  poserai,  pour  obtenir  P. 

/        :       Vs  »-  '  —  *  • 

'      il  —  ■/'  - 

n.  -  II.  3i 
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C  étant  une  constante,  et  l'on  en  déduira 


P  = 


I  r     x"^dL 


v/ 


y/l  —  x'^         yj  \  —  X^  J^      yj  \—  X^ 

Or,  en  développant  le  second  membre  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  la  variable,  le  premier  terme  donnera  la  série  infinie 

C             -/         I    ,       «3    ,                i.3.5...an-i     ,„  \ 

-=^  =  G(  I  -h  -ar«H -x^-\-,  ..H 7— :r««-i-...  ). 

l—X^  \  »  î»-4  '2.4.6.. .2/1  / 

Quant  au  second  terme -t==  /  «  il  donnera  également 

naissance  à  une  série  infinie,  mais  commençant  évidemment  par 

la  puissance  07"*+* .  Comme  P  est  un  polynôme  fini  du  degré  m  —  i , 

il  est  clair  qu'en  posant  m  —  i  =  2ai,  l'effet  de  ce  second  terme 

C 
doit  être  de  détruire  tous  ceux  de  la  série    ,  venant  après 

yj\  —  x^  ^ 

1 .3.5. .  .Jin  —  I      .„,     1»    .        ,^  I 
---; X-",  a  ou  cette  conclusion  : 

2.4.0. ..'2/1  ' 

Dans  V équation  (1),  le  polynôme  Pest,  à  un  facteur  constant 
/}rès,  [r ensemble  des  premiers  termes   du  développement  de 

(i — x'^)  ^,   jusqu'au   terme   en  a?^",    suivant    les  puissances 
-ascendantes  de  la  variable. 

Pour  déterminer  le  facteur  constant  C,  il  suffira  de  profiter  de 
la  remarque  faite  tout  à  Theure  que  a  = ;  on  devra  donc  poser 

P  1 . 3 .  ^ . . .  2  /i  —  I  _       I 
'x.!\ .(». .  .i.n  m 

<l'où 

2.4.<*>.  .  .2/1 


m   1 . 3 . 5 . . .  2  n  —  1 


J'observerai  enfin  que  l'équation  (i)  différentiée  donne 


X'"  =  -i'  (1  — a-M—  Pj", 
dx 


d'où  l'on  tire  aisément  une  équation  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre,  car  il  suffit  de  différentier  une  seconde  fois,  puis 
d'éliminer  le  terme  indépendant  de  P  et  de  ses  dérivées.  On  trouve 


SUR    LINTKCRALE      /        .  |H  J 

de  la  sorte 

r(\  —  a?*  )-7— r  -4- [(m  —  3lj^*—  //i  1  -; \-{ni  —  i  )x  V  =  o. 

'  dx'  flx 

Cette   équation  est   vérifiée   en   posant  P  =--==;  ain;*!,  en 

partageant  (Vune  manière  quelconque  le  développement  or- 
donné  suivant   les   puissances  croissantes  de  x  de   la  série 

_i 
(i  — x^)  *,  les  deux  parties  satisfont  à  une  même  équation  du 

second  ordre. 

J'arrive  au  cas  de  m  pair  dans  l'intégrale   /    ' 1    >  et  je  pO!»c 

alors 

.T"'(lr         _   ; /•'        t/x 


ri) 


,        .T"' ar  y i  tix 


£  désignant  une  constante  et  J^  un  nouveau  polynôme,  commen- 
çant comme  tout  à  l'heure  par  le  terme Je  n'ajouti;  pas 

de  constante,  le  second  memhre  devant  être  comme  le  premier  une 
fonction  impaire  de  la  \ariable.  Ïja  grande  difTérence  de  nature 
analytique  des  relations  'i»  et  <2)  va  se  manife<ïter  â  l'égard  de^ 
polynômes  P  et  ^f ,  car.  en  OfK'rant  absolument  comme  plu?»  haut, 
on  obtient  cette  conclusion  : 

Dans  l' équation  (2»  le  polynôme  J^  est,  à  un  facteur  près, 
r ensemble  des  premiers  termes  du  dévelop [Moment  de  la  jonr,' 

tion  transcendante  — =^=  jusqu'au  terme  fn  x-"  *.  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  La  variable. 

Ce  dé% eloppemenl  Lien  connu,  et  que  donne  immé'Ji^teifif'ijt 
l'équation 


tr   '-   ^^    -'r  =  - 


savoir 


— =  r  —  r  X*  —  : — ,  r^  ~      .  .  ■     : 
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conduit,  en  faisant  /?i  =  2/i,  à  l'expression  suivante  : 

-«  /         a    ,       2.4    .  a.4.6...an  —a  \ 

\  3  3.5  3.J.7...'2/i  —  I  / 

Et  en  même  temps  on  arrive  à  la  détermination  de  £  en  posant 

2. 4. fi. .  in  —  2  __    I    _^     r 
3. 5. 7... 2/1 —  I  ~  m  ~  in 

d'où 

1 . 3 .  j   . .  2  n  —  I 
2  4.b. .  .2/t 

c'est-à-dire,  précisément,  le  coefficient  de  j?^"  dans  le  développe- 
ment considéré  plus  haut  (i  —  x^y^. 

On  tire  aisément  de  ce  dernier  résultat  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  F{x)  un  polynôme  entier,    Uintégrate 
--=z=r  sera  de  la  forme 


f 


4>(a:)/i  —  x*-+-  6  /  -— 


T* 


^{x)  désignant  aussi  un  polynôme  entier,  et  le  coefficient  e  de 
la  partie  transcendante  s'obtiendra  en  calculant  le  terme  indé- 
pendant de  X  dans  le  développement  de  l'expression 


F(x)(.-Jj)    • 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable. 

Mais   on   peut    le   démontrer    immédiatement   en   remarquant 
d'abord  que  l'on  a  évidemment   /         /  =Tce,  et  ensuite  que 

l'intégrale    définie    2  /  '  peut    s'obtenir    en    intégrant 

J^x     VI  — ^* 

''^==Âj  z  décrivant  un  cercle  de  rayon  infini,  ayant  son  centre  a 

l'origine.   Il  faut,  à  cet  effet,  développer  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  z  l'expression  proposée 

V{z)  I       ^,       /  i\"* 
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I 
I      "î 

Or,  ¥{z)  étant  un  polrnome  entier.  la  quantité  F»^5'  (  i j  l 

ne  renferme  qu'un  nombre  fini  de  puissances  positives,  et,  en 
désignant  par  z  le  ternie  indépendant  de  la  variable  dans  celte 
quantité,  Tintégrale  cherchée  se  réduira  simplement  à  celle-ci,  ^_ 

de  sorte  que  Ton  a  bien  c  =  s. 

On  arriverait  enfin  au  résultat,  par  une  voie  parement  algé- 
brique et  très  simple,  en  partant  de  Tégalité 


/ 


¥    X\(iT  ^ r        tijT 

— :::3— -—  =<l»(jr>v  I — •'*- — e   /  ■ 

V'i  — J**  .'    V  I  — Jr* 


Il  suffit  en  effet  de  diflerentier,  de  développer  ensuite  les  deux 
membres  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  et  de 

comparer  les  termes  en  —  • 


SUR 

LE  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE 

DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 

DE  PREMIÈRE  ET  DE  SECONDE  ESPÈCE. 


Annali  di  Matematica,  t.  Il  (i*  série,  1868,  p.  97;. 
(Extrait  d'une  lettre  à  Brioschi.) 


Au  lieu  d'efTectuer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable X  le  développement  des  quantités 

je  poserai  dans  ce  qui  va  suivre 

J/»-'"  /»îx-  dx  ^1 

f        ,  =sJ^K-x^)^x^k'^x^)y^%x^'^^K 

^     s/{i-x^){i-A--x-)  ^ 

De  cette  manière  on  oblient  pour  les  coefficients  aL„  et  p„  des 
polynômes  rationnels  et  entiers  par  rapport  au  module,  dont  voici 
quelques  propriétés. 

En  premier  lieu,  réduisons  à  un  terme  algébrique,  et  aux  fonc- 
tions de  première  et  de  seconde  espèce,  l'intégrale 

Jr* x*\»'  dx 
^     v/m-x^-)(i  — A*x^/ 
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en  posant  celle  égalilé,  où  Kexposanl  n  e=.t  entier,  P  un  polvnonie 
entier  en  x,  A  el  B  des  constantes,  savoir  : 


on  aura 

A  =  S,.        B  =  X,. 

Une  seconde  propriété  consiste  en  ce  que  les  polvnome^  z,  et  ^^ 
sont  les  dénominateurs  et  numérateurs  des  réduites  de  la  fraction 
continue  \  ') 

X^ 


i.l-r-X«) 


l»<  I  —  A-  I 


8ti  -T- A*»  — .. 
représentant  le  quotient 


/ 


Y  >  i    -  J--  )■  I  —  /%-.r- 


I 


\  Il   —  JT-  n  I  -  -  A-JT*  } 


Introduisons,  au  lieu  du  module,  la  quantité  k -^  j  ='^£,  et 
posons 


■J  .  'l .  .  .  ■>  /*  —  I  *  j  .  3  .  .  .  •<  /l   -*-  I 


(*)   Celle   a-'sertion   n'csl   cxaclc  qu'à  iJc»    fadeurs   iiuiiiérîi]ue>   prc*.    Si   l'on 


p 

désigne  par  -r^  la  /!'*■•  réduilc,  on  a 


I .  I.  ». . ,  »/i  —  I     ** 

I 


E.  P 
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on  aura  ces  relations, 

2(n-+-i)£-^  —  -^-'in(n-hi)\„=('in-h  0*— ^' 

inz~-i h  --7 jin(/n-i)Brt  =  (2/H-i)*— -3 — > 

at  ai  at 

et  euiin  les  deux  équations  simultanées  linéaires  que  voici  : 


SUR  L'EXPRESSION 


MODULE  DES  TRANSCENDANTES  ELLIPTIQUES 

EN  FONCTION  DU  QUOTIENT  DES  DEUX  PÉRIODES. 


Annali  di  Matematicay  t.   III  (-2'  série,  1869,  p.  81). 


On  sait  qu'en  posant 

'"  =  ir' 

on  a  pour  le  module  Ar^==y*((i))  celte  expression, 

OÙ  la  variable  w  entre  sous  forme  transcendante,  et  j'ai  observé 
ailleurs  qu'en  appliquant  la  formule  de  Maclaurin  à  la  quantité 
/(i-f-(i))  pour  obtenir  un  développement  algébrique  par  rapport 
à  Cl),  les  coefficients  au  lieu  d'être  rationnels,  comme  dans  les 
diverses  séries  élémenlaires  sinw,  costo,  log(i  -hw),  contiendront 
la  transcendante  numérique 

M'élant  proposé  de  calculer  les  premiers  termes,  j'ai  été  conduit  à 
un  autre  développement  également  algébrique,  mais  où  les  coeffi- 
cients sont  purement  rationnels,  comme  on  va  voir. 
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Partant  des  formules  données  par  Jacobidansles-Ftt/idam^/i/a, 
§  29,  et  où  Von  fait 


/      v/i-isin* 


savoir 


\  2.4  2.4.6.8  2.4.().8.IU.12  / 

2J   \2  2.4.6  2.4.6.8.10   ■^••7' 

K  =  J^ 


2.4  "^  2.4.6.8  "^  2.4.6.8.10.12 


2J  V2      2.4.6      2.4.6.8.10  '^"\r 

j'en  déduis 

y    ,     3«.ry»         

2         2.4.6  "^  2.4.6.10  ^'•'  2J«  K'— K        2J«  fa)—  / 


3' 

'•-•• 

-7' 

-h. . . 

2, 

,4.6. 

.  10 

5< 

.9* 

.^e 

2.4  2.4.6.8  2.4.6.8. 10. 12 

et,  le  retour  des  suites  donnant  la  valeur  de  q,  on  trouvera  cette 
expression  où  les  coeflîcients  sont  tous  rationnels,  savoir  : 

.j_  I        /2J*  o)  —  i\       /2J*  o)  — t\' 
~~  2        \   7:    tù  -h  i/       \   ir     ti}  -h  ij 

li  /2J*   co  — A»        3  /2J«   (D  —  A" 
I  3  \   7:    0}  -h  ij         5  \  TT     M  -+-  ij 

Faisant  pour  un  instant 

2  J  *  O)  —  t  __ 
7C     (U  -+-  «'  ~" 
on  aura  donc 

/    2J«4-7rC\_  I  _^    .    .,_13^5       3^;_ 
•^V2J*-7:J-  2        ^^^         i5^   ^5^        •••' 

et  la  série  en  ^  du  second  membre  aura  celte  propriété,  qu'en  y 

changeant  tj  en  - — j-X,  où  a  et  6  sont  entiers,  la  nouvelle  série 

ainsi  obtenue  sera  liée  à  la  première  par  une  équation  algébrique, 
cette  relation  entre  les  deux  séries  étant  l'équation  modulaire  pour  la 
transformation  dont  Tordre  est  a'-* -h  6*.  Cette  remarque,  appliquée 
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au  cas  le  plus  simple  où  Ton  suppose  a  =  i ,  6  =  i  «  donne  pour 
conséquence  que  le  développement  sui>ant  les  puissances  de  ^  de 
Texpression 

ne  contient  que  les  termes  dont  l'exposant  est  ^  2mod4. 


SUR  L'INTÉGRALE  Ct^tt^ 


Annali  di  Maternât ica,  t.  III  (a*  série,  1869,  p.  83). 


En  supposant  le  radical  y/i  — x'^  pris  avec  le  signe  -h?  on 
aisément  que^l'on  a  la  valeur 


L 


dr 


le  second  membre  ayant  le  même  signe  que  a  dont  la 
absolue  doit  être  supérieure  à  Tunité.  Mais  ce  résultat  sup 
réel,  et,  si  l'on  fait  en  général  a  =  A  4-  By/ —  i ,  le  signe  du 
y^a^ —  1  se  détermine  par  la  condition  qu'en  posant 

,  =  a  -h  b  J—  I , 

a  et  A  aient  le  même  signe,  ou  encore  que  b  et  B  soient  de 
contraires,  Tune  de  ces  conditions  entraînant  l'autre. 


SUR  LA  TRANSCENDANTE  E,. 


Annali  di  Matematica,  t.  [II  (2*  série.  1869,  p.  83). 


En  posant  avec  Cauchy 

e«               I     r"^ 
Ert=  n-7 /      sin'^w  cos(ecos(o)û?a), 

i. 5. 7.  ..2/1—1    T.J^ 

rinlégrale  définie  qui  figure  dans  cette  expression  étant  la  trans- 
cendante de  Bessel,  on  trouve,  lorsque  n  est  un  grand^nombre,  la 
valeur  limite  que  voici.  Posons 

£  =  iî  sin«p, 
on  aura 


^inr.  coso 


SUR  L'INTÉGRALE  /,  i 


"*"*  sin  oidx 


■  2J"cosa  -+-  X* 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  1  (1870,  p.  32o). 


Soit 

/•/    \  _   r^^  sinaidx 

^  ^       J_^     I  — -  ixcosi-^  x^* 

il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  l'on  a 

/(a-T-7:)--/(a); 

car,  en  faisant,  dans  l'expression 

-,            .             /*"*"             sinarfr 
/(a-+-7:)  =  —  /        -, 

la  substitution  x  =^  —  /,  nous  obtiendrons  sur-le-champ 

•'^  ^/_j     1  —  2/cosa -+- l«  •' '    ^ 

La  fonction /(a)  est  donc  périodique,  et  il  suffît,  pour  en  obtenir 
la  valeur  générale,  de  la  déterminer  en  supposant  a  compris  entre 
zéro  et  tî.  Faisant  à  cet  effet 

T  —  cosa  =  u  sin  a. 


ce  qt 

li  donnera 

écrirons 

r**"*          sina 
y_,     I  — aarcc 

^in«  dx 

rfli 

» 

- 1  —  co»  a 

nous 

dx 

►sa  -1- 

-  'àx  c.nsT.  ■+■  .r' 

1      rota 

-■=.(■ 

ina 

•ma 

1 

du 

I                   %\iin  d.r  ,    . 
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de  sorte  que,  dans  le  second  membre,  les  deux  intégrales  repré- 
sentent les  ares  les  plus  petits,  renfermés  entre  —  -'  et  H-  ->  ayant 
respectivement  pour  tangentes  les  quantités 

I  —  co%i  a  —  I  —  cosa  it -4- x 

— : z=  tanc  -         et  : =  taiic 

sina  -À  sina  ^      2 

Or,  a  étant  moindre  que  iz  par  hypothèse,  la  première  intégrale 

sera  par  conséquent  ->  mais  la  seconde  aura  pour  valeur  l'arc  -^ 

diminué  de  7:,  c'est-à-dire :  nous  aurons  donc 

r"^'  s'inoidx  _  r 

entre   les   limites   indiquées   pour  la   variable  a.    Maintenant   la 

relation 

/(a -h  71)= -/('a) 

donne  cette  conséquence  que,  entre  les  limites  tt  et  211,  /(a)  a  pour 

valeur —  -,  de  sorte  que  nous  nous  trouvons  amené  à  l'expression 

analytique,  par  une  intégrale  définie,  d'une  fonction  discontinue 

égale  à  -f-  -  ou ^>  selon  que  la  variable  est  renfermée  entre  2/i7r 

et  (a/i  -h  i)7r,  ou  entre  les  limites  (2/1  —  1)11  et  2/111,  n  étant  un 
nombre  quelconque. 

On  voit  donc  comment  on  peut  être  amené,  par  les  considé- 
rations les  plus  élémentaires  du  calcul  intégral,  à  la  considération 
si  importante  en  Analyse  des  fonctions  discontinues,  et  j'ajoute 
que  l'expression  en  série  trigonométrique  de  cette  fonction  par- 
ticulière qui  s'est  ainsi  oflferte  se  tire  facilement  de  l'intégrale 
définie. 

11  suffit,  en  effet,  d'employer  ce  développement  connu,  savoir  : 


I—  ixco^n-^-  x^ 

>-    9111  v«  . 

et  d'observer  qu'on  a 

/       a?"-'  dx  =  0 

OU 

__    2 

~~  n 
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suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  pour  parvenir  au  résultat  que 
donnerait  la  formule  de  Fourier,  savoir  : 

-     ,        Z*"^*  Hinse/or  /  .  sin3a        sinSa  \ 

11  serait  même  possible  d'établir  la  convergence  de  la  série,  en 
limitant  le  développement  de  la  fonction à  ses  n 

*^^  I  —  -2 X  COS a  H- j:* 

premiers  termes,  et  considérant  le  reste  qu'on  trouvera  sous  cette 
forme,  savoir  : 

R>,=  sin(n  +  i)a  /        -  — sin/ta/       — ;; 

J__^     I  —  tiarcosa -ha:*  J_^     i  —  aarcosa -h x* 

mais  je  ne  m'y  arrêterai  point. 

Une  autre  intégrale    définie  élémentaire  conduit  encore  à  la 
même  fonction  discontinue,  c'est  celle-ci  : 


r- 


dx 


'_,     (rt-^)/,  — ^« 


dont  la  valeur  est        *       ou ,  suivant  que  la  constante  a. 

qui,  en  valeur  absolue,  doit  être  supposée  supérieure  à  l'unité,  est 
positive  ou  négative.  11  en  résulte,  si  Ton  fait  a  == »  qu'on  a 

si  II  a  lix 

tz         ou         — it, 


/•  *  '  SXWlLitX 


x^ 


suivant  que  sina  est  positif  ou  négatif;  mais  cette  expression  ne 
diflere  pas  au  fond  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  elle 

sV  ramène  en  effet  par  la  substitution  x  =  — — ^,  qui  sert  en  général 

à  rinlégralion  des  radicaux  de  la  forme  y  i  — x-.  Sous  une  forme 
ou  sous  Taulre,  le  passage  brusque  de  /v*^  d'une  valeur  nulle 

^  -f.  -,  ou  —  ->  semble  moins  caché  dans  Tintégrale  que  dans  I» 

série  Irigonomélrique  :  car,  en  supposant  x  infiniment  petite  elles 
ollroul,  sous  le  signe  d'intégration,  aux  infiniment  petits  près  du 

second  onire.  Tune  le  facteur     _^     ^»  l'autre  le  facteur j, 
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,f_j      I  —  aa-cosa -r- JT*  ^^' 

qui,  à  la  limite  supérieure  J7  =  i,  rendenl  les  intégrales  infinies; 
c'est  du  moins  par  Tinlermédiaire  de  cette  forme,  du  produit  d^une 
quantité  infiniment  petite  par  une  quantité  infiniment  grande,  que 
se  trouve  réalisé  le  passage  brusque  d'une  valeur  nulle  à  une  valeur 
finie. 

Je  remarque  enfin  qu'on  a 

J__^     (i  — aarcosxH-j-«>«  ,/_j        \i— 2j-cosa -+- j-»/ 

et  rintéerale  est  nulle,  en  général ,  puisque  la  fonction  — '~"^^^^' — 

prend  la  même  valeur  aux  deux  limites  ;  toutefois,  pour  cosa  =  di  i , 
elle  est  infinie,  l'expression  à  intégrer  entre  les  limites  -|-  i  et  —  i 

étant     .      • 
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suu 


LA  CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE 

D£   L  ÉQUATION 

RELATIVE  A  L'ADDITION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 
DE  PREMIÉHE  ESPÈCE. 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  II  (1871,  p.  ';tii 


La  première  construclion  connue  de  celte  équalion  et  qui  a  v\v 
donnée  par  Lagrange  résulte  du  rapprochement  de  la  relation 

cosaina  •=  cosam(j7  -\-  a)  cosanij-  -h  siiiain(j:  -f-  a)sinaim*A  aiii  a 

avec  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.  C)n 
en  déduit  aussi  une  construction  plane  en  posant 

\  =  (•osam(.r  -h  a  ;, 
Y  =  sinain  {x  -k-  a)^ 

et  déterminant  les  points  de  rencontre  de  la  droite 

cosama  =  X  cosani»r  -4-  Y  sinamo^A  am  a 

avec  le  cercle 

\'H-Y«^l. 

Cette  droite  est  une  tangente  à  l'ellipse 

/ \ s        /YAainay 

\cosa!Urt/  \coscNiu// 
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dont  les  axes  ont  pour  valeurs 

A  =  rosaiii<7. 

_        rosaiiwï 

B  =  -  sin  aiiu  K  —  a  ), 

A  aiiw/ 

Ajanl  donc  construit  cette  ellipse  ainsi  que  le  cercle,   l'un  des 
points  d'intersection  aura  pour  coordonnées 

\  _;  cosamCj:  -»-  a  ), 

Y  =  sinam  (.r  --»-  a) 

et  Tautre,  en  remarquant   que  Téqualiou  de  la  droite  ne  change 
point  si  Ton  change  «  en  —  «,  les  quantités 

Xo  =  cusam(j:  —  a  )^ 
Yo=  sinam  (t  —  a). 

On  voit  donc  qu'en  menant  Tune  des  deux  tangentes  à  Fellipse 

par  le  point 

Xo=  cosain(jr  —  a), 

Yy  =  sinam  (x  —  a), 

cette  construction  donnera  d'abord  celui-ci 

\  z=  cosain(\k;  -r-  a), 

Y  =  sinam  {j-  -^  </;, 

puis,  en  continuant  dans  le  même  sens, 

\i  =  cosam(\r  -h  ia  ), 
Y|  —  «ijnain  {x  -r-  3a  >; 

et,  en  général,  le  /i'«""^'  cùlé  du  polygone  inscrit  au  cercle  et  cir- 
conscrit à  l'ellipse  conduira  à  la  construction  des  quantités 

cosam|x  -:-  (>.n  -r-  !)«], 
sinam[^  -i-  {in  -r-  i)a\. 

En  opérant  en  sens  inverse,  on  trouverait,  |)our  les  coordonnées- 
des  sommets,  les  expressions 

cosam|./  — {  jin  -t-  i)ft], 
sinam  [./•  —  {-/.n  -^  i,a\. 


^E^ 


Hit»- 


ciem^ 


et^^i 


fjOO 


«,.  cB'^»^''*         A^mouW«^  *'^  .„,  coo 


eûtes 
vious 


\u1 


b\e» 


à\fféreo^«*- 


SUR 

L'ÉUMDÎATION  DES  FONCTIONS  ARBITRAIRES  (M. 


Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechr^ique,  1873,  p.  215-2-29. 
Paris.  Gaulliier-Villars. 


I.  C'est  à  l'égard  des  fondions  de  plusieurs  variables  que  se 
présente  la  question  de  la  formation  des  équations  aux  différences 
partielles,  c'est-à-dire  des  relations  entre  une  fonction  z.  les  va- 
riables  X.    1%    ...,    et    les   dérivées    partielles   des   divers   ordres 

-r*  -7-'  -T— '  -i — -7-» Considérant  d'abord  deux  variables  seule- 

dx    dy    dx'    dx  dy 

ment,  le  premier  point  de  >ue  sous  lequel  nous  Tenxisageons  est 

celui  qui  s'offre  dans  Tétude  des  cônes,  des  cvlindres,  des  surfaces 

de  révolution,  etc.  C'est  en  eflet  la  définition  géométrique  d'une 

famille  de  surfaces  par  un  certain  mode  de  génération  qui  conduit 

à  définir  analytiquement  une  fonction  5  de  x  et  y  par  le  système 

de  deux  équations 

1  ?<^r.  -•  *•  '^'  »^  •••'  l-)=o, 
I  ^{x,y,z,i.,\,  B.  ...,L)  =  o, 

où  entrent  un  paramètre  variable  a  et  un  nombre  quelconque  n  de 

fonctions  arbitraires  de  a,  représentées  par  A,  B L.  Obtenir 

une  équation   aux  diflérences   partielles,  à  laquelle   satisfasse  la 


(*)  Hermite  a  consacré  en  187J  deux  articles  à  cette  question,  que  l'un  trou- 
vera dans  le  lieport  of  the  British  Association,  t.  \IJI.  p.  233,  et  dans  le 
Messenger  of  Mathematics,  t.  II,  p.  ^x).  Nous  croyons  iniiiile  de  les  reproduire, 
Hermite  ayant  dcTeloppé  ces  deux  Notes  dans  son  Cours  d'Analyse  de  l'École 
Polytechnique.  Cest  le  Chapitre  de  ce  Livre  h:  rapportant  à  ce  sujet  que  nous 
réimprimons  ici.  K.  P. 
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fonction  z,  quels  que  soient  a  el  ces  n  fonctions,  sera  donc  la 
question  analo<;ue  à  celle  qui  nous  a  |)récé(leminent  conduit  à  la 
formation  d'une  équation  diiîerentielle  ordinaire  d'ordre  n. 

A  cet  effet,  j'observe  en  premier  lieu  que  les  relations  données 
permettent  de  considérera  cl  y  comme  des  fonctions  de  z  dont  les 
dérivées  successives 

,      dx  -      d^jr 

dz  dz* 

s'obtiendront,  soit  directement  si  l'on  peut  avoir  x  ely  explicite- 
ment exprimés  en  ^,  soit  par  les  règles  relatives  aux  fonctions 
implicites. 

Dans  ce  dernier  cas,  nous  aurons  d'abord 


■   d^     ,       do     ,        do 

\d7''-^dp^'^7rz 

=  0, 

i  d'i  ,    d'i  ,    </•> 

'   dx'^dy^-  dz 

-  0, 

puis 

/  d.o     _       d-:^     „       d^o    ,^  d-o       ,    , 

I  d-o     ,j         rf*9       ,  d-o       ,       (^^^  _ 

1     "^  Tip^  "*"  d^^z^'  "  'dVd'z^'  "^  TTF  ~  "' 

(3)  ' 

d^     ,       d^    ,      d^^    „  r/'t!/       ,    , 

dx  dy  *  tlx^  dx  dy     '^ 

dy^  *^  dx  dz  dy  dz  *  dz^ 

et  ainsi  de  suite. 

En  second  lieu,  je  remarque  que 

•étant  la  fonction  qui  résulte  de  Télimination  du  paramètre  a,  on 
reproduira  identiquement  la  quantité  z  si  l'on  y  remplace  jt  et  j^ 
par  les  valeurs  que  Ton  tire  de  la  résolution  des  équations  (1),  car 
aiilrement  ce  serait  de  deux  relations  conclure  une  troisième  qui 
en  serait  distincte.   D'après  cela,  et  envisageant  x  ^X.  y  comme 


(Ol 


fonctions  de  z,  la  pmniène  dérivée  de  Tidendlè  oklenue  dMinen 
rêgaJité  suivante 

^z  Jz 

la  seconde  et  la  troisième  celles-ci  : 

dz    ^     */•    ^      d'z     .  d'z  ,tz     , 

cijr  «fv  #ir-  .fjrdr      '  «/»** 

\  dx  dy  \dx'  dxdy  '  dx*-'    -    J 

J  d^z    .        ^     d^z  ^       ^     *i*z  .       d*z     „ 

'  djT-  f/x-  dv  djr  dy*  «f »"*  ' 

Les  quantités  x\  x\  x^.  y\  y^  i-^  doî\ent  être  remplacées  par 
leurs  valeurs  en  fonctions  de  z^  ou  éliminées  au  moven  des  rela- 
tions r^^,  (3i En  continuant  les  mêmes  calculs  jusqu^à  la 

dérivée  d^ordre  n^  on  parviendra  à  un  svstème  de  n  équations  où 
les  dérivées  partielles  de  Tordre  le  plus  éle>é  seront  évidemment 

d'^z  d's  d'z 


dj-^        rfx»-«  dr  dy* 

et,  en  v  joignant  les  deux  relations  proposées,  il  sera  possible 
(l'eiTectuer  l'élimination  du  paramètre  a  et  des  n  fonctions  arbi- 
traires 

A,    B L: 

C'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  diflVrences 
partielles  d'ordre  /*.  Dans  le  cas  le  plus  simple  de  ^  =  i,  lorsqu'il 
n'existe  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  celte  équation  aux  diflé- 
renées  partielles  s'obtient  immédiatement  en  résolvant  par  rap|H>rt 
à  a  et  à  A  les  équations 

^(x,Xy  z,  X,  A>=o, 
•^<x,  V,  5,  a,  A)  =  o. 
Ajant  en  effet 

il  ne  restera  plus  trace  du  paramètre  ni  de  la  fonction  arbitraire 
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dans  les  relations  (2)  qui  deviennent 


rf4> 


r/* 


rf* 


dr  dy  -^         dz 


dW 


d^r 


dx  dy  ^         ^-^ 


dz 


et  le  résultat  de  l'élimination  de  x'  et  y  entre  ces  équations  et 
Péquation  (4)  est  immédiatement  donné  en  égalant  à  zéro  le  déter- 
minant 

dz     d^    dyv 

dx     dx  dx 

dz     d^  dW 

dy     dy  'dy 

d^  d^ 

dz  dz 


—  I 


II.  Soit,  pour  premier  exemple,  les  équations 


X  =  ma  -H  a, 
y=nz-{-\j 


qui  représentent  la  génératrice  d'un  cylindre,  nous  aurons 


dz 
dx 
dz^ 

^y 


dz 


dz 


=  m  -z — h  ri'-z 1; 

dx  dy 


Téquation  aux  différences  partielles  des  surfaces  cylindriques  est 

donc 

dz  dz 

m—, — h  n  —. 1  =  0. 

dx  dy 

La  ligne  droite 

X Xo=    a(5  —  5o)j 

y-'yo=  A(3  — ^o) 
est  la  génératrice  d'un  cône  ;  on  trouve  alors 

I 


dz 
dx 

dy 

—  I 


z  —  Zq 

o 

r  —  xç, 
'  iz-zç,)^ 


z  —  Zq 

(z^ZoV- 


dz 

^d^ 


dz 


(j:^a:o)^-h(y-y,)^^(z^z^) 


Ê LIMITAT I03I    DIS    FOXCTIO'S    ARIITRAIKE».  Vk^ 

et,  par  conséquent,  pour  Téquation  aux  ilillereuces  partielle^  iW^ 
surfaces  coniques 

dz 


dz 


{X  —  J^n  )  -J-:  —  <  >*  —  »*û  >  -T-  —  -  —  ' 

cl) 


Les  surjaces  de  révolution  sont  enjreniiréos  pur  la  ciivoufô* 
rence 

OT  -ir-  by  —  cz  =  A, 
ce  qui  nous  donnera 


A  -= 


X  —  X(i     a 


dz_ 
dx 


dz  , 

dp  y-y^  ' 


et  par  conséquent  Téquation  aux  didérences  parlicllrs 


[<^^y  -ro)—à(z  —  z^,)\~ 
-h[a(z—  z»)  —  c(x  —  Xo)\'^^  =  ôix  —  Xo)—  a(y~-yt,h 

Les  conoîdes  enfin  ont  pour  gén^'-ralrice  la  ligne  droite 

X  —  tnz  —  p  —  a j  K  --  /i  -  —  y    =i  o. 
a  -r  —  h  y  —  cz  =  \, 

qui  se  meut  parallèlement  au   plan  fixe  ax  —  hy -^  cz  :^  o,   et 

rencontre  la  droite 

X  —  mz  — p. 

y  =  nz  —  7. 

L'équation  aux  différences  pârtieileà  se  pré^**ntft  donr.  ^on^  h 
forme 


r  —  mz   -  p 


dz             iz 
nh  -  r  — nyt- ^ 


r      .  dz  i^        J  _ 


dr 


qui  devif:nr  pj-i^  ^imp^m-^nr. 


^  rfi  A  p 


If 


lorjrpi.» 


*■  ^^'  y-^w  II,-*»  A^r  ^7»lni  .|«»^  rv. 
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III.  La  Géométrie  donne  encore  d'autres  exemples  qui   con- 
duisent à  l'élimination  de  deux  et  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Soient,  en  premier,  les  équations 

X  —  inz  —  p  =  A(5  —  a), 
y^  nz^q  =  B(z  —  a), 

représentant  une  droite  qui  rencontre  dans  toutes  les  positions  la 

droite  fixe 

X  =  mz  -h p, 

y=nz-^q. 
Nous  trouverons  d'abord 

y  =  B  -f-  /i,        y'  =  o, 

a?'  =  A  H-  m,         x"  =  o, 

et,  observant  ensuite  que 

{y  —  nz  —  b)k  — {x  —  niz  — /?)B  =  o, 

nous  en  conclurons 

{y' —  /i)A  — {x' —  /n)B  =  o 

A 

et,  en  éliminant -^9 

(y—nz  —  q)x'  —  {x—  fnz—p)y'=^  m(y  —  q)—  n{x  —  p), 

OU  bien 

vx' —  uy'  =  iv, 

si  l'on  pose,  pour  abréger. 

Il  ■=  X  —  mz  — p^ 
V  =1  y^nz—q, 
w  =  ni(y  —  q)—  n(x  — p). 

Ayant  d'ailleurs 


dz  ^,       dz  ^j 
il  en  résulte  ces  valeurs 


dx  dy-^         ' 


dz  dz 

dy  ,  dy 

X   =  -; '—. y  y    =  -; '—, > 

dz  dz  -^         dz  dz 

dx  dv  dx  dy 
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el  Téquation  (5)  de  la  page  3o3  donne  Féquation  aux  différences 
parlîelles 

d'z  dz  i1z  d*'Z 


„  _  a  ,  .  .  -  -  —  a  ,  -  -—  I  .  -  —  li  )    =  o. 


dj-dv  di       '  dy  dr-  djr 

Elle  5e  simplifie  si  l'on  suppose  m  =  «j.  ^#  =  u.  /i  =  o,  y  =  u.  Je 
sorte  que  la  droite  fixe  soit  Taxe  des  z.  et  tle\ient 

d'Z     ,  d^'Z  d'z      , 

rtx-  didy    '  dy-' 

Les  surfaces  gauches  à  pldn  directeur  avant  pour  génératrice 
la  droite 

'f  X  —  by  -r-  /*  5  =  1. 
x  =  A-— B. 

parallèle  à  un  plan  fixe 

ax  ^  h  y  ^  cz  =  o. 

conduisent  au  calcul  sui\anl. 
Nous  aurons  d'abord 

riT  —  by' —  r  =  (*.        X  =  \. 
puis 

jr'  =  o.  ^'  =  «•. 

de  sorte  que  l'équation    j    de\ieat 

d^-z     ,  d^z  d'z     . 

j-  '  —  / r  V  —  1'  -  =  '». 

dr^  dj  dy      '  dy'  " 

Cela  étant,  les  deux  relation ^ 

,     .  dz  dz 

dr  dt" 


donnent 


.       dz  dz 

h —  r  « T—  ' 


,  dz  .tz  '     -         .  '^Z  ./•' 

<tr  dr  dr  *tr 


5o8  OEUVRES    DE    CHARLES    HERMITE. 

et  l'on  en  conclut,  pour  l'équation  aux  différences  partielles, 


2r« 


/,       dz    y-  d^z     /,       dz    \f        dz    \      d^z  f         dz    \« 


Lorsque  le  plan  directeur  est  le  plan  des  yz^  il  faut  supposer 

è  =:  o,  c  =  o,  et  l'on  a  simplement  -j-^  =  o;  résultat  évident  a 

priori,  l'élimination  de  a  donnant  pour  z  un  binôme  du  premier 
degré  en  y. 

Ce  sont  enfin  les  surfaces  résiliées  dont  la  génératrice  a  pour 
équations 

qui  serviront  d'exemple  d'élimination  de  trois  fonctions  arbitraires. 
Or,  ayant  dans  ce  cas 

37'—  A,         x' =  O,         a?'"=o, 
y=a,  y=o,         ^"=o, 

les  équations  (5)  et  (G)  de  la  page  5o3  donnent  sur-le-champ 

d^z  A_5  d^z     A       d^z  _ 

dx^   a'  d.r  dy   t.        dy*  ""    ' 

û[»3  A»  d^z      A»  </^j      A  _:.  ^  - 

^/j^'   a^  dx' dy  a-  dx  dy^   a     '    ^^*  ""    » 

de  sorte  qu'en  faisant  pour  un  instant 


~~  dxdy  ~^\     '  drtfy)         dx^  dj^ 


d^z 
dxi 

Téquation  aux  différences  partielles  du  troisième  ordre  sera 

d'-z    ,      .,     d^z       ,      .,     d'z  d^z 

dx^  dx*  dy  dx  dy^  dy^ 

IV.  La  considération  des  surfaces  enveloppes,  où  s'offre  un 
mode  de  génération  entièrement  différent  des  précédents,  conduit 
en  Analyse  à  définir  une  fonction  z  de  :r  et  j^  par  deux  équations 
contenant  un  paramètre  variable  a  et  dont  l'une  est  la  dérivée 
de  l'autre  par  rapport  à  ce  paramètre.  En  désignant  de  nouveau 
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par  A,  B,  .  .  .,  L,  n  fonctions  arbitraires  de  a,  ces  conditions 
s'expriment  ainsi  : 

(i)  fi^^y-  z,  a,  A,  H,  ...,  L)  =  o, 

el  nous  nous  proposerons  encore  de  former,  entre  la  fonction  et 
les  variables  indépendantes,  une  équation  aux  diflerences  partielles 
qui  subsiste  quelles  que  soient  ces  fonctions. 

A  cet  effet,  je  conçois  que  x  el  y  soient  déterminés  par  les 
équations  (i)  et  (2)  en  fonction  de  5,  de  manière  à  avoir  toujours 
les  relations  obtenues  page  5o3 

dz    ,      dz    , 
dx  dy^ 

dz  ^       dz    j,       d^z    ,,  diz      ,    ,       d*z    ,. 

dx  dy^         dx^  dxdy     -^         dy^^  ' 


dx 
mais  je  procéderai  différemment  pour  calculer  les  dérivées  .r'=  -j-9 

y  =L^-^y  . . .,  en  mettant  à  profit  une  circonstance  importante  qui 
s'offre  lorsqu'on  veut  tirer  de  ces  équations  les  dérivées  partielles 
-T-  et  ^  •  Différentiant  pour  cela  la  première  par  rapport  à  x,  en 
supposant  a  fonction  de  x^y^  5,  il  vient 

dx        dz  dx        d%  dx  ~"    * 

ou  simplement,  d'après  Téquation  (2), 

dj^dldj^^^ 
dx       dz  dx         ' 

et  Ton  obtiendrait  de  même 

dy       dz  dy 

Or  nous  n'avons  plus  dans  ces  relations  les  dérivées  des  fonc- 
tions arbitraires  par  rapport  au  paramètre,  et  nous  en  tirerons  les 
quantités  cherchées  x'^y^  . . .,  exprimées  au  moyen  seulement  de 
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A,  B,  ...,  L,  en  observant  que  -r-y  par  exemple,  étant  une  fonc- 
tion entièrement  déterminée  de  x  et  y,  que  j'appellerai  pour  un 
moment  8(^7,  y),  on  aura 


dz  '' 

d'oii  r 

on  voit 

qu 

'on  devra  écrire 

^(è) 

d^z    , 
-dxr^ 

d^z 

dz 

dx  dy 

et  pareillement 


it) 


d^z       ,      d^     , 
dx  dy  ^        dy*  ^  ' 


D'après  cela,  en  représentant  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  par  />,  y,  r,  5,  t,  afin  d'abréger  l'écriture,  nous 
aurons,  pour  déterminer  x'  et  y,  ces  deux  équations 

dx'*  dx  dy  "^        dx  dz 

I   d*f     ,        d*f      ,       d*f\  df  ^      , 

H-(    ,    •     X  -r-    ,    •      y  -f-  -74  ]p   ^-  -T-(rx' -\-sy)=  o, 
\  d.r  dz  dy  dz  ^  dz*  J^         dz  -^   ' 

d\f      ,       iPJ    ,        it^f 
dx  dy  ^  "^   dy*  ^  "^  dy  dz 

l   d*f      ,         d*f       ,       d*r\  df ,      ,       ^    ,^ 

\d.rdz  dydz-^  dz^  /  ^        dz^  -^    '  ' 

et  il  est  clair  qu'en  continuant  de  diflerentier  par  rapport  à  z^  on 
formera  de  proche  en  proche  les  dérivées  de  x  et  y  jusqu'à  un 
ordre  quelconque  /*  —  1,  avec  cette  circonstance  que  les  dérivées 
partielles  de  z  jusqu'à  Tordre  /*  seront  introduites  dans  leurs 
expressions.  Il  en  résulte  qu'en  les  substituant  dans  les  relations 
(4),  (5),  (6),  . . .,  de  la  page  5o3,  on  sera  conduit  à  un  système  de 
Il  équations  entre  ces  dérivées  partielles  et  les  quantités  a,  A> 
H,  . . .,  L.  Nous  pouvons  donc,  en  y  joignant  celles-ci, 

f{x,y,  ^,  a.  A,  B,  ...,  L)=o, 

df       df  df  ^  df 

dy        dz  '  d)         dz  ^ 


d^f             df 
dxdzP       dz'' 

d'-  f          d^f           df 
dx  dy       dx  dz  '        dz 

d\f 
dr  dy 

dydz'^       dz 

dyf        du         df 

c/v»      '    drdz'f       dz' 

d\f 
dxdz, 

d^f 
-dz^P 

d^f         d^f 
dvdz       dz^^ 
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effectuer  réliminalion  du  paramèlre  el  de  n  fonctions  arbitraires; 
c'est  le  résultat  cherché,  qui  est  ainsi  une  équation  aux  différences 
partielles  d'ordre  /i. 

Nous  allons  en  faire  l'application  à  deux  exemples  tirés  de  la 
Géométrie,  après  avoir  remarqué  que  les  équations  ci-dessus,  en 
x'  et ^,  jointes  à  la  relation  (4)  de  la  page  5o3,  savoir 

pr'-r-qy- i^o, 

donnent,  par  l'élimination  de  x  et  y\  la  condition  A  =:  o,  A  étant 
le  déterminant  du  svstème  suivant 


P 
9 


Mais  si  l'on  ajoute  aux  termes  de  la  première  et  de  la  deuxième 
ligne  horizontale  ceux  de  la  troisième,  multipliés  d'abord  par  p 
et  ensuite  par  q^  on  aura  plus  simplement 

en  posant 

.         d^f  d'f  d*f     .^df 

^^=    d^^    "dTTzP-  -d^  P'^dl'^ 

d^f  d^f  d^f  d^'f  df 

dx  dy  dydz'^        dx  dz^        dz- '^^        dz 

d\f  d>f  d\f      ,       df  ^ 

^=     dpi    ^'dfdz'i-'-    d^'^^Tz'' 

V.  Nous  considérerons  en  premier  lien  les  surfaces  déiclop- 
pables,  enveloppes  des  positions  d*un  plan  mobile 

Z  -r-  aJF  -r-  \y  -«-  B  =  o, 

et  nous  aurons  immédiatement 

t,K,  =  r,         ni.  =  *,         3  =  /  ; 

d'où,    par    conséquent,    Féquation   aux  diil'érences  partielles  du 

second  ordre 

s-^  rt  =  o. 
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Soient,  en  second  lieu,  les  surfaces  canaux,  enveloppes  des 
positions  d'une  sphère  de  rayon  constant 

dont  le  centre  décrit  une  courbe  quelconque.  On  obtient  alors 

et  le  paramètre  ol  s^élîmine  au  moven  des  relations 

X  —  A -i-(5  —  X  >/>  =  o,         r  —  B -f-(x  — a>ç  =  o, 

qui  donnent^  en  substituant  dans  Téquation  de  la  sphère^ 


-5  —  a  = 


On  obtient  ainsi  féquation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre 


a*{  s^ —  rt) —  <tU  I  —  y*  »r  —  îpqs  -4-'  i  —/?*)/ | y  i  —  p*^-  q* 

-i-(  I  — P'-^  q^  )*=  o. 
La  relation  générale  dont  nous  venons  de  faire  usage^  à  savoir 

peut  encore  se  démontrer  très  facilement  comme  il  suit-  Je 
reprends,  à  cet  eflet,  les  deux  équations 

^(  JT.  ^K,   Sf   1)  =  O, 

'bi  Xy  y.  5.  a  •=  o. 

ptjur  les  différenlier  successivement  par  rapport  à  jr  et^,  en  sup- 
posant tjue  le  paramètre  variable  tiré  Je  Tune  d'elles  en  fonction 
de  X,  V.  G,  ait  été  substitué  Jans  l'autre.  On  obtieut  ainsi 

</ç        (io  tirs  (l'x    _  t/ç;         c/o  d^  chi 

dx        dz  dx  djr  ~     '  dv        dz  ^        d%  dy    ~     ' 

d^^dif      _'f^:^  _  :^_^  d^  dx  _ 

ttx        dz  ^         dx  dx  ~     '  dv        ds  ^        dx  dy    ~  ^  ^ 
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et  en  remarquant  qae  le  délerminant 

dtdi    T%dP^ 

di,  dx     di,  dy  \ 

s*é%'anoiiit,  nous  en  concluons  la  relation  suivante  : 

^_dz        *  _^ 

dx       di^     dv       dz"^     _ 

^  ^—        il  ^—  '* 

dx       dz^     dr       dz"^ 

CeU  p>*é-  prenons  en  ph^rti^ulier 


df      df 

dx        di'^ 


on  en  tirera  issst-iiateseal 

d-z,       dz  t'  '  -^  '  /=  ^  é^ 

d^-d^^^ir^-^irTz^-iP^^-ii^^^ 

dz  dz       ^    T*  rf'^ 

"  TTIt  "  i/  iz  "  ^  ITTz  -  "^  ir  r*  '^  ^  1z 


dy        s^'        £»'  Il  r-î  -         t^  '  fii 

et,  I  .*r  "SiL  v- .  1  -r r  ui  -I -.  i  •  a**^^,ti*tït 

î.  -•     »    i    I    ff    i    •'.    t  1=1 

:».'»i<iC»t  .-=1 

•      .-      /       i       A        :       :.       -         l  ^       =:    l. 

»         -       .  J. 


5l4  OEUVRES  DE  CHARLES  HERMITE. 

L'élimination  des  fonctions  arbitraires  s'efl'ecluera  par  la  même 
méthode  que  précédemment,  et  donnera  pour  résultat  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  d'ordre  n.  La  même  conclusion 
s'obtiendra  aussi  en  considérant  les  relations 

f{x,y,  z,  w,  a,  p,  A,  B,  ...,  L)=o,         ^i  =  ®»         ik  ^  ^'' 

mais  elle  n'a  plus  lieu  si  l'on  pose  seulement  deux  équations  avec 
un  seul  paramètre  variable,  savoir 

<p(ar,^,  z,  u,  a,  A,  B,  ...,  L)=o, 
'^{x.y,  «,  a,  a,  A,  B,  ...,  L)=o, 

car  alors  on  peut  former  une  équation  aux  différences  partielles 
d'ordre  /i,  représentant  le  résultat  de  l'élimination  d'un  nombre  de 
fondions  arbiliaires  supérieur  à  n  et  égal  à  {n{n  4-  i  )•  Et  quand  le 
nombre  des  quantités  A,  B,  . . .,  L  n'est  point  compris  dans  cette  for- 
mule, par  exemple  lorsqu'on  le  prend  égal  à  quatre,  de  sorte  qu'on  ne 
puisse  pas  obtenir  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre,  on  parviendra,  en  introduisant  les  dérivées  du  troisième 
ordre,  a  plusieurs  relations  distinctes  au  lieu  d'une  seule.  C'est  là 
une  circonstance  que  présente  souvent  l'élimination  des  fonctions 
arbilraires,  et  je  vais  en  donner  un  exemple  en  considérant  l'ex- 
pression 

• 
où  Fi(£/)  et  F2(i^)  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  u  eiv^  qui 
sont  des  fonctions  détern.inées  de  x  et  j  .  Qu'on  forme,  en  efl'et, 
les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  deuxième  ordre  de  5,  on 
obtiendra  six  équations  où  entrent  les  quantités 

F,  (M),         Fir  II),         ¥\{n). 
"PtK^h         ^tK^h         FU^), 

dont  l'élimination  ne  seia  |^as  possible,  en  général.  Mais,  en 
s'élevant  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  on  ajoute 
quatre  équations  en  introduisant  seulement  deux  nouvelles  quan- 
tités F^'(w),  Fy(£/),  de  sorte  qu'il  deviendra  possible  de  former 
autant  d'équations  du  troisième  ordre  qu'il  y  a  de  manières  d'éli- 
miner buit  inconnues  entre  dix  équations.  On  doit  donc  avoir  en 
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vue  principalement  les  formes  analytiques  où  l'élimination  des 
fonctions  arbitraires  donne  lieu  à  une  conclusion  précise,  à  une 
seule  et  unique  équation  aux  diflérences  partielles,  et  j'indiquerai 
encore  celle  d'Euler,  savoir  : 

jg  =  Fi(x-h  ay)-\-  F,(a:^-  ^yj-î-..  .-H  F„(jr-i-  ly). 

En  faisant 

(x  —  a){x  —  b), .  .{x  —  l)=  x'^->r  px'^-^  ■+■  qx'^-^-k-. .  .H-  5, 

on  trouve  facilement 

dy*  ^  ^  dx  dy'^-^  '^^  dx^dy'^-*  "*"'"*"'"*  (/a?/»  ~~  ^' 
Ainsi,  par  exemple,  l'expression 

z  =  Fi(ar  -h  (^y)-^  Vtix  —  ay) 
satisfait  à  l'équation 

d^Z  d^'Z 

qui  s'offre  dans  d'importantes  questions  de  Mécanique  cl  de  Phy- 
sique. 


FIN  DU  TOME  II. 


ERRATA  DU  TOME  II. 


Page  60.  —  M.  H.  Weber  a  bien  voulu  nous  communiquer  Terrata  suivant  : 
Dans  le  développement  de  2*. a  (ligne  16)  il  faut  écrire  le  coefficient  196884  au 
iieu  du  coefficient  196880. 


Page  343.  —  Dans  la  formule  (21),  il  doit  y  avoir  alternance  désigne,  de  sorte 
qu'on  doit  lire 

^j  ft',    _       4'7^ii>3X        49'sin4x        4 y'  sinfij? 
*ê7~  1-^^     "^        7^*  i-q*      '^''* 

de  même,  à  la  place  de  la  formule  (22),  il  faut  lire  : 

-,   Hf  4</'^in3^        4^sin4^        4^**i"6x 

*    H,  **  1  —  ^'  I  — ^*  1  —  q* 

Page  j46>  —  Les  trois  formules  du  texte,  lignes  ta,  i3,  14,  doivent  être  écrites 
ainsi  : 

e;  =    at,  4-  ce, 
e^=-BT.  -hce^. 

Page  435.  —  Dans  le  titre  et  en  note,  au  iieu  de  :  Rognet,  lire  :  Koguet. 
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